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Colloquium 
GETALLENTHEORIE 
~ 
o.l.v, Prof, Dr. s.c. van Veen. 
1e Voordraoht, 10 October 1951 /c; 2 
Analytisohe getallentheorie. 
:Jc still!gg_yan Diric,hlet over de priemgetallcn in een re~entundige reeks. 
(Litt. Landau: Zahlentheorie Ip. 79 - p. 97). 
Al&~!!!~£§. b8§£hOUWingefu_ 
•In 1837 is door Dirichlet het eerste strange bewijs geleverd van de stel-
ling: 
... In ~~B-E.~ken~ndige reek.§.t waary.§:Q_het verschil en <!§, eerst.§._ter~-2!!~ 
:·1!ag_2,9.g_§. e 1 b aa:rr z i j £.t.._ k O!!!~B-~ln d itL.Y§.~UE.!§.~g et al 1 en v .9.9.~ ( D ir i c hl et , 
Abh. Berl. Akad. 1837). De juistheid van deze stelling was reeds lang 
vermoed (Gauss, Legendre). Het is duidelijk dat in de reeks 
un =a+ nv 
de voorwaarde (a,v) = 1 (a ond. ondeelb. met v) £QOdzakelij¥ is, opdat er 
primgetallen in deze reeks kunnen voorkomen. Of deze voorwaarde voldoende 
is, zelfs om te bewijzen, dater in deze rij ten minste 1 priemgetal voor-
komt, is bij algemene a en v tot nu toe met §.lf:!!!~1aire hulpffiiddf:len niet 
gelukt. Wel zijn bijzonder8 gevallen elementair bewezen, o.a. 
u0 = 6n - 1,4n - 1, mn ± 1 
(vgl. Polya-Szego, Aufg, und Lehrsatze II p. 134). Lejeune Dirichlet 
heeft de stelling volledig en streng bevrnzen, maar dit bewijs vereist 
diepgaande en vcrfijnde analytische hulpmiddelen. 
Wij beschouwen de rekenkundige reeks 
Un= 1 + nk (l,k) = 1. 
In laatste instantie komt bet bewijs van Dirichlet neer op het bewijs, 
dat 
I 
1og £ ~ CX\ als s _,... 1 • 
PS ). (1) 
(p doorloopt de priemgetallen = 1 (mod h)). Hieruit volgt n.l.; dat deze 
som niet leeg kan zijn, en ook niet slechts een eindig aantal termen 
kan bevatten. (Er is bier nog meer bewezen dan nodig is, want ook bij 
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oneindig vele termen zou nog 
zijn). 
~ lorr £. ~> 
L, _...,rr begrensde waarde kunnen 
I. -· •! p 
--· C'.r ,(' 
Het 
de reeks 
bevdjs van (1) wordt teruggt.br1,cht tot de beschouwing van 
·,::--;'' /j- ( ~ ~-
· -· r-s Pi :;, t' . 
waarin 
Hier in 
a alle 
stelt 
Po s it i u vu g eh e 1 e , t 11 -- 1,l ( ge a en ::::: -r mod k) doorloopt. 
_/\_ ( r~) 
het ~lm2..2.21 van Dirichl~,i voor, gedef iniel!rd door 
./\. (e.) =flog p voor a == p0 c ~ 1 
1 0 voor nlle; ancl c-;rEJ a > o 
dus 
Neem 
2' ~-I\ (2J .... - 1 I L _£&RE 1£2~ ~- loG._£ + •-' -·-- -·· ::::_ .. , pf> +· 4-· ... (,I,_ J.{, eS p p3s 
.. j>~l (Y"-£ ( /:'i I ,j "!l s re0el ), 1 • 
~ log-12., 
+ ~ log,_£ L log p 1· 1 1 ·, ) -2s P3s < ;2s + ~-38 + ... r P~I P j>3i:-f b J I 
:?_ [ J_ ):::: 
·xJ 
/ log p 1 ·,z-· log_£_ <.,. ~- lop: a 
---
+ ;3 + .. -r L L 01 p2 p p(p-1) *=TT J (l'(j Cl tt:1 
< ~ 2 log a (begrensd ! ) .c~ --~;2--
a_.= .2 
Het is dus voldoende, als bewezen wordt 
~ . /\.(10.) -> C/) 
.L.... 8 
o.=:/ 8. 
voor s -> 1. (B) 
De som in (B) wordt in verbanC gebracht met de reeks: 
OI':? 
~·-~ L. no O!. =.:/ ,.;.. 
wao.rin de rskenkundige fun,2,iJ.:2, f (a) aan verschillende eisen moet vol-
doen, waarvan ds voornaamste is 
·x ( a) = o (C) 
e.ls a en k een dolc~r e;ume::en hebben, dus ( '=., k) > 1. 
D0 functi1:?:G J (a), die in de bs::whouwineon van Ilirichlet een hoofdrol 
cp 1:;l0n, hc-ti~n do }{!:1fQktfEE., vr:,n Dirichlot. 
Tiirichlet stclt alle karektors X (Q) ap, wolke behoren bij vast1 gegeven 
k. :::->it geschil::dt mot bchulp vo,n de primiticV8 wortelr., modulo f1 f L > '/) 
f!is-t dezc beschouwine;on zullcn vrij onze systemo.tische behandeling begin-
non. Om de bovengenocmde karaktors X (a) te kunnen defini~ren, is bet 
nodig de theorie der primitie~ wortols (mod n) te kennen. 
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§1. Primitieve wortols (mod nL 
~£fin.iii£= m geheel > O, (r.:.,m) = 1. 
Men zcgt: a bohoort tot de Gxponent f (mod m), als 
o/ = 1 (mod m); en ,:_k ~h 1 (mod m) voor 1 .:{. k < f, 
m,a.v1. f is de kleinstc sxpon~nt > O vma.rvoor r./-:= 1 ( mod m) wordt. 
f bestaat zekor, omdat alf(m) :=. 1 (Fermat-Euler). 
Stelling 1:'A s a tot f bchourt, d 0 o io voor b 1~ .O, b 2~ 0 
o1 _ b2 
a -::::.. a (mod m) -~- b 1 = b 2 (mod f). 
i.h.b.:1) a0 , e.1 , •.• af- 4 zijn incongruent (mod m) 
2) ab=1 (modm) ~: f I b (d.i. f deelbaaropb). 
3) -f If (m) (For~et-Eulor) 
££~.ii§.:1) Neem aan b 2 >,, b 1 ~ 0 
b b b 2 - b 
e, 1 -= a 2 (mod m) ~ a 1 ::=: 1 (mod m) 
b 2 - b 1 = qf + l", q_ ), 0, 0 ~ r < f, 
dus b -b 
1 ~ a 2 1= aqf1/ l¾,';,r+(~rd m)b ~ r = o, f lb2-b1. 
2) b 2-b 1 = qf -? a 2 = a 1 ==· a 1 (mod m) 
- ~- 1 I Stelling_2: q is esn priemgetal, - > 0, q p-1. 
Dan is er eun n, die tot q1 (mod p) behoort. 
P-1 
BGwi~s: Het aantal v,o:"tels van de: congruentie X "'"cl- -s;.1 (mod p) is 
hoogstens golijk nan de g1:·a2.d, dus aantal wort els 
~-£=1/-£=1 { p-2 ( omda.t P ~ 2). 
,, q ~ 2 ~ - --
Er b~steat aus zekor ten minste ~~n c, 1 ~ c ~ p - 1 met 
E :-- _L , ) D -1 c :1 .5E -1 (_mod P • ...-:1 
Stel B = G q 
cP-1 = 1 ( mod p) • 
Als P. tot .f behoort -------:b f j q1 , dus als f f. q1 moet f I ql-i 
du!_ 1 £=.l 
a q ~ c q ~ 1 ( r d ) ( t k) d f l no· p . ::::.gsnspraa , us = 9. • 
£!~11ing_}~ Er is altijd ten minste 1 getal g, dat tot p-1 (mod p).bohou 
(pis altijd pricm). 
££YiiJ§: 1) Als p = 2, dan voldoet g = 1. 
2) Als p > 2 is, ontbinden wij p - 1 in priemfactoren 
,.. f 
!J .,. / ~ T!, IJ ')1 r1 
Voor r = 1 zie stelling 2. 
Voor r > 1 kiezen wij op grand van stalling 2 voor iedere 
n = 1, 2, ... r een an' behorende bij p~~ 
Dan bowij zen wij 
r 
g = Tr a bchoort 
'Y1 '!:/ n 
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bij £::1• 
f. f I p - 1 • Als f I=- p - 1 ➔ zond or Stel g buhoort bij 
b opor}:ing f I P..::1 
, P, 
D efini tie: 
,, 
1 :: gE::1 -= aE::1 -\-r p ,..-Ip JI 
Dus 1 1· n-1 'li:z. 2 p I .::,__ 
I P, 
Icdcr0 g, bchorende 
a E::1 :.:: n £::1 11 p - -, p 
(st. 2) 
( ws.nt p1 YJ / £::1 
n P, 
!..£8£!2§.e~~ak . 
(n = 2,3 •. f. 
bij p-1 (mod p) heet E_rimitiey_2 wortel 
(mod p). 
De mo.chten g 0 , g 1 , ..• gP- 2 stcllen 8.lle gereduceerde restklassen voor. 
Stelll:gg_.±,: P ) 2, 1 > O. Er :Ls eon g, die tot 1f (p1 ) (mod p 1 ) behoort. 
Bewijs: Voor 1 = 1 zie stalling 3,dus verder l > 1. 
St el g is primi t i<Jv0 ;·:ort cl mod p. Do.n iu c zo t e bup2l0.1::i, dat 
c:P- 4 I: 1 (mod p 2 ) 
want als de primitiuve ·,10rtol g zou voldoen aan gP-1 ~ 1 (moa.p 2 ) 
dan voldoet de primitiovc wortol g+£ 2.::1.n 
(g+p )p-1 -=:.:. gP-1 + (p-1 )g'P-2p '~ 1 + (p-1_)~P-2p ~ 1 (mod p2) • ,.. 
Wij zullen nu b ewij zen, dat ied ere g, diu voldoot aan gP-1 ~ 1 ( mod p.:::) 
1 1 1 ., 
tot <f(P) = p - (p-1) behoort. 
1-2( ) 
Y£11£d ige induct iG: 1~1s gP P-1 = 1 + h1p1- 1. p f h1 (zoker waar 
Fenn at en kouzc v2.n g), dsn is voor 1 = 2, 
pl-1(p-1 ) g ( ,. 1-1) P 1 f 2 £::1 1-1 21- 3 1 :::: 1+h1tt = 1+p L h1 + h1 2- p + mp ( 
= 1 + hl+1Pl p -f hl+1 
wanrrer g tot f (mod p1 ) boboort ---;;, f / p1- 1 (p-1). 
g b ehoort tot p-1 ( mod p), dus gf ·= 1 (mod p) mot p-1 ( f, vvaarui t 
volgt: f = pm(p-1), 0 1 ml 1-1. ~ls dus f /4 p1- 1 (p-1) is, dan is 
f / p1 - 2 (p-1) dus g P1- 2 (P-1 ) ~ 1 (mod.p 1 ) •!.£§.£Q.@.£E2:~t.J_ 
Op dozo wijze is bet bestaan aangetoond van ten minstG 1 gE")tal g 
b ij iedero modulus p1 (p > 2, 1 > 0) mGt de eigenschap, dat alle 
machten 
gm ( 1 4 m -~ Pl-1 (p-1) = f (pl) 
twee aan twGe incongruent mod p1 zijn. Zc zijn bovendien alle on-
deelbaar door p. Zij vormen dus ocn gereduceerd restsysteem mod Pi. 
Het ~~ priemgetal 2 gedraagt zich, zoals in de meeste dergelijk~ 
gevallon, afwijkcnd. Hier is geen enkel getal g aanwezig met de 
eigenschap, dat alle machten 
gm(1 ~m ~21-1 = 'f (21)) 
twee aan twee incongruent mod p 1 zijn, wanneer 1 ~ 3 is. (voor 
1 = 1 en 2 voldoet het g0tal g = 3). 
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Voor ies..£!: oneven gehecl getal g geldt ochtur de stelling: 
gt(o ( 21) -- 21-2 1 i g =:: 1 (mod 2 ) • 
Deze stalling gcldt inderd~~a voor l = 3, g 2 = (4m ± 1) 2 ~ 1 (mod 23), 
1,ndu2.!_ie: J~anr;unomon de st0lling geld t voor ccn willekcurig1., exponent 
1 ? 3 dus 
dan gecft kwadratering: 
g21- 1 = 1 + h. 21 +1 + 1-/. 2 21:: 1 (mod 21 +1 ). 
Er is dus geen primitieve wortol mod 21 . 
Er zijn wellicht getallen, die bohoren bij de exponent 
l \f (21 ). Zijn er inderdaad zulko ? 
Ja 
§1elll.ELl= Voor l > 2 behoort .2. tot 
Ii~i§.: Voor l --
Neem nan, 
dan is 
dus: 
21-3 
3 is 5 "!;"5 mod 8 
2-5 :::: 1 mod 8. 
dat de stalling geldt 
21-3 1 1 5 = 1 + h1 2 -
5 $ 1 nl-2 1 (mod 2 ) , 5c 
Als 5 tot f behoort, dan 
voor zekere 
f,21-2 1 2 
dUf::I f == 2 -
1~3 dus ·. 
w.t.b.w. f .f 21-J 9 
De get8.llen 5m( 1 
klassen mod 21 • 
~ m -(_ 21- 2) bohoren dus tot (/) 1 i. f (2 ) lest-
1 2 De get all en 5 , 5 , ••• ( e.) 
zijn dus twee aan twee incongruent mod 21 .Evenzo 
len 1 2 
-5, -5, ••• 
21-2 
-5 (b) 
twee aan twee incongruent mod 21 • 
Alle getallen van de 1° soort zijn -:-- 1 (mod 4) 
= -1 (mod 4), die van de 28 soort 
zijn de getal-
De getallen uit de beide rij0n (a) 
gereducecrd restsysteem (mod 21 ). 
en (b) vormen dus samen een 
I,:A!IhEfV:A1: ISCH CENThUM, 
2e Boerhaavestr!C'lat 49, 
AMSTERDAM. 
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Col l.o 
G E 111 A 1 L E :; T !1 E O I< I E 
o.l.v. }'rof. Tlr van Veen. 
2e Vcordracht, 24 October 1951. 
!£~1tli§.cbe 1:i:eta.llentheorie II. 
Git de laatste opmerkiD[; in de vorige syllabus volgt de stelling: 
Stelligg__§_: Voor 1 ) 2 voldoet ieder oneven getal a voor een bepaalde 
waerde van 1 aan de congruentie 
i:::b (- ,:i 21) ;: 1aOU b ~ 0. 
Deze con[;ruentie 1:.:,cl:J.t voor een bepaalde waarde van b uit 
, ,.., 
een bepaalde restklasse mod 2~-~. 
~2. Karakters. 
We zullen nu zien, hoe met behulp van de primitieve wortels de 
vroeger vermelde karakters van :lirichlet kunnen word en gedefinieerd. 
In deze paragraaf stelt k) 0 een vast gegeven gehe&l getal voor 
(het verschil uit de reksnkundige reeks; u ::::: 1 + nk). het aantal ge-
n 
tallen < k en onderling ondeelbaar met k, dusi} (k), wordt verder h 
gesteld. Wij zullen nu nagaan of er getallentheoretische functies be-
staan, die aan d0 vclgende eisen voldoen. Getallentheoretiscbe functies 
zijn functies, die alleen tcpaald warden voor 5ehele waarden van hun 
argument. 
Definitie: Een getallentheoretische functie X (a) heet karakt<Sr mod k, 
als dezu voldoet aan de volgende 4 eiscn: 
I A... (a) ::::: 0 voor (a,k) > 1 (voornaamste eis), 
II l (1)-fo, dus X(a) niE:.t steeds =0, 
III ')( (a1.a2) = l (a1). l (a2) voor (a1,k) = 1, (a2k) = 1 
( dus wegens I geldt de zc r-1ul t iplicat ieve cigenschap 
voor gohele waarden van a 1 , a 2 ), 
IV X (a1 ) = / (a2 ) voor a 1 3::: a 2 (mod k), (a1 ,k) = 1 
(dus wegens I altijd voor a 1 : a 2(mod k)). 
Voorbeeli: Voor k = 4 voldoet aan dezc &isen: 
voor a= O(mod 4). "/t (a) = O, 
a -;;E, 1 (mod 4) X (a) = 1 ' 
a ~2 " /. ( a) = 0, 
a -::z:: 3 ( " ) :X. (a) =--1, ·-
Uit bovenstaande 4 eisen zijn reeds verschillende eigenschappen en 
stellingen voor de karakters (mod k) af te led.den. 
?J~lling__l: Voor ieder karakter is X ( 1) = 1. 
f:.§:·~ij_.§_: III:-;;,/ (1) = X (1.1) = 7C (1)·/l (1), dus wegens II->11..(1) = 1. 
Stelling_§: Als (a,k) = 1, dan is: 
f'-J (a)(k = 1, m.a.w. 1, (a) is een kdemachtswortel uit de 
eenheid en!~(a)I= 1, dus /(a) /=O. 
£~ij_.§_: ah= 1 (mod k) (Fermat - Euler) 
tX (a)}h = 7t (ah)= 1 (1) = 1. 
Stelling 9: Bij iedere gehele k behoren een eindi8, aantal karakters, 
en wel minstens 1. 
£.e'~lj_.§_: Vo lg ens st el ling 8 b E:.horcn b ij iedere a ui t 1 ~ a .( k de karak-
t ers A (a) tot een eindige waardevoorraad, n.l. O of een hde_ 
machtswortel uit de eenheid, Wegens IV geldt ditzelfde voor 
all~ waarden van a. Dat het aantal karakters minstens 1 bedraagt, 
volgt uit het feit, dat 
~- ( a) = 0 voor (a,k) > 1 1 voor (r::.,k) = 1 
aan alle eisen I •.• IV voldo0t. 
(1) 
Bet speciale in I genoemde karakter wordt hoofdkarakter genoemd, en voor-
gesteld door A 0 (a). 
In het algemeen zullcn karakters oomplexe getallen zijn. 
Onmiddelijk duidelijk is: 
gtelling 10: Als 1 (a) ee~ karakter is, dan is ook het toegevoegd com-
plexe get al A ( a) een karakter. 
Bevlij s: De voorwaarden I ..• IV zijn vervuld. 
Stelling 11: ~ "-I h voor 1v 1:- ~ (a) = O in alle 0 andere gevallen. 
Hierin betekent >-, data een positief volled_3:6 restsysteem (mod k) 
doorloopt. 
a_, 
~£Wij@_: ,. ~· 
Voo r t O iSL )[_ (a) = L~ 1 = h. 
q__ (Q.,K)=: 1 
TannGer er nog andere dan hoofdkarakters bestas.n (dit zal later blijken), 
dan sluit dit in, dater 6en getal b > 0 meet bcstaan met 
(b, k) = 1 , 1 (b) /= 1 . 
Met a doorloopt ook ba e~n volledig restsysteem, dus 
s :::r t(a) 
0... dus 
= L4(ba) = L 1(b)7i (a)= ~{ (b) ~t(a) = st(b) 
~ ~. 4.... 
S(1- 7{,(b)) = 0 ➔ s = o. 
Stelling 12: i·.let it 1 (a) en ~ 2 (a) is ook ·.tt 1 (r...) X2 (a) een knrakter, 
i.h.b. X., 2 (a), :i1 3(~) t_;tc. zijn karakters. 
Bew_ti..§.= I tot IV zijn vervuld. 
In stelling 9 is bewczGn, dat het aantal verschillende ke.rakters (mod k) 
eind ig is. Noem di t a, nt f21 voorlopig c. (Lat er zal v,cr den bewezen, 
dat c = h). 
St ell ing 1 3: Doorloopt 7L ( ri) d c rij ven i::llc c verschillcnde karakt ers 
J11(a), lf1 2(e.), ··• X:c(a) (A) 
en is ?(,, m(a) 00n v;illvkcurig GXE:mplaar uit deze rij, dan 
is de rij 
'X m(a) l 1 (E:.)' X m(r:.) '!. 2(a)' • • ·; i m(a) j c(F.'.) (B) 
op de volgord~ na. gelijk a~n de rij (A), m.c..w. met Jt (a) 
doorloopt it(.",) l_, m(r.) d8 rij van elle ke.re.kters. 
Bewijs: De exemplaren uit (B) zijn alle verschillend voor (a,k) = 1 
want uit 
fom(a) fo 11 (a) = ifm(a) X 1 2 (a) 
volgt, wegens X.m ( a) /; 0 (st. 8) 
Jt.1 1 (a) =t12 (a), ~us 11 = 1 2 • 
Vanselfsprekend geldt dit ook als (a,k) > 1 is. 
:ne c functies -:X,m(a) 'X 1 (a) (1 = 1, 2, ... c) zijn alle karakters 
(st. ·t 2). Zij vormen dus c verschillende karakters, dus alle karakt ers. 
Nu komt de belanbrijkste stelling over de karakters, waarin de ka-
rakters worden geconstrueerd. In de voorgaande stellingen was niets 
nodig uit § 1. In deze stelling v10rdt het in § 1 behandelde apparaat 
der primitieve wortels in vollu omvang toegepast. 
~tell_Hlg 14: Voor iedere d > 0 met (d,k) = 1 
d ?/: 1(mod k) 
bestaat 
Bawijs: Wegens d * 1 
een karakter fe(d) /; 1. 
(mod k) bestaat er 
pl I k p ) 2 1? 0 
of 
1 ;, 0 
zodat 
d ¢. 1 (mod p1 ) of (mod 21 ). 
a) 3eschouw eerst d ¢- 1(mod p1 ) p > 2, 1> O, 1?\k, dus p .f d (wegens 
(d,k) = 1). 
Neem nu een primitieve wortel g(mod £1 ) (st, 4), 
Wanneer a een getal is met (a,k) = 1, dus pt a, dan is er een be-
1:iaald get al b ~ 0, zodat 
12 ;z ~ b ( mod p 1 ) • 
Wij z1,,llen nu bovrij zen, dat 
2TTi.b 
"' c \ ri'r=,-7 -1) =rr /!; a, = e \ 
een karakter is (p 1 - 1 (p-1) _ if (p1 )). 
W2nt: 
II 
,,.-1 /2 (1) = 1, uogens b = 0. 
-- b1 
•:i - .c· • ( 1 - t.::> ' 
IV geldt vanzelfspr8kond, we.nt c, 1 -:::: 
Tenslott& is or, wegens d j 1(mod p1 ) en 
p0.lon, zodnt 
d = gr(mod p 1 ), ~ (p 1 )/r r 
2 TT ir 
·i ( d ) = e -cptP"T ~ 1 • vr • t . b • ':: • 
2 TT i.(_bg.1_b 21 \,__} l..P_,_J 
= e r 
= 'i, ( a1 ) . X, ( a2) 
a 2 (mcd k)~~ a1 ~ a 2 (mod p1 ) 
dus b 1 = b 2 • 
p f d een gete,l r te be-
b) Stel d=f- 1(mod 21 ), 1 > 0 21 lk, dus 1 > 1 (wl".nt k oven, dus don-
even, dus d 1 ( mod 2 ) ) . 
,, 
Dit gev~l wordt weer gcsplitst in: b 1 ) d ~ 1 (mod 2.::.) 
b 2 ) d ~ -1 (mod 22 ). 
b 1 )d ...-... 1(mod 22 ) dus 1> 2. 
Volgens stolling 6 geldt voor iedore p met (a,k) = 1 dus (a,2) = 1 
.. 
a-1 
a= (-1) 2 - 5b(mod 21 ) 
voor een b epaalde b ;;,. 0. 
2 TT ib 
r.J. ~'2 Nu is;~ (a)= e ~ oen karakter, want: 
I I ·x_, ( 1 ) = 1 , omd at b = 0 , 
III voor (0-1 ,k) = 1, (a2 ,k) = 1 bestaan bij a 1 en a 2 2..££.~£1£.e 
get&llen h 1 em b 2 met 
~ =1 
a1 -- ( -1 ) -z-- 5 b 1 
(mod 21 ), 
want 
('J.1-1)( -1) 
is 0vn vh,rvoud. 
:)us 2'lT i(b 1+b 2 ) 
2'!-;_ 
T<.,nslotte is Wugens 
1 
- 10 -
d f- 1 (mod 2.J..) rri..: t J = 1 (mod 4) 
d = 5r (mod 21J 0n 21- 2 ),- :;.~ 
2 n ir '/ 
--,....--
.~.,_-2 
'f ( d) = ,2 c: f 1 • o.-1 
b,,)d 3.: -1 (mod4). D2,n is '/iv (r~) = (-1 -r '-'vn knr::.:.ktt:.r 1rnor (e,,k) = 1, 
C. 
want 
II ·)(, ( 1 ) = 1 · ~1s0-1 a1-1 + 
III X (a1 o. 2 ) = (-1) ~ = (-1) --z-
IV v~nzclfsprekond, omdqt 4!k. 
Tenslotte is 
i(a) = -1 -;;J 1. 
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Analyt1sche_gctallentheorie_III. 
Stelling 15: Wannecr bij gegt'Ven v11•:,te a>o over alle c karakters wordt 
wordt ge8omrneercl, clan i.s 
L X (a) s= [ c voor a;-_ 1 ( mod k) 
'X o II a'$ 1 ( mod k) 
D~'."J.js: 1) Als a::.. 1 ( mod k) bestaat de som ui t c terrnen 1eder 1 . 
2) Als (a:-k)>1, zijn :1lle tc:rmcn nul (volgens def.) 
3) Als (n,1-::)~='1, af- 1 1s_, dan kan 1n verband met stelling 14 een 
karaktis-r ·fl I worclen ceko7,en m,::t N, (a)::/= 1. 
/"7 ~ L --x. ( a) -:::: I X ( ~~) . X, ( ;t) ( 5 t I J ) ::z; fv I ( C.) t /l (Et)= .x j. a) f r 
X ) dus dus (X,(a)-1 JrO o/ ~ c) 
Stelling 16: c,=}1. Er zijn dus precies h= (f(k) lrnrakters mod k. 
Bewijs: Beschouw de ch1bbelsom >_'. )( (a), waarin a een pos:i tief volledig 
J((,< 
restsysteem mod k doorloopt, ter~1jl ~ alle h karakters doorloopt. 
k te1°rnen 
~ -f... ( ) - ~· ~ 'I. ( ) - ,-------" ' - ( ) 2- 1 t, a -- J.°,..,,,,- _ r l a - c +o+ .. "' ............ O - c st , 15 
~ 9:. ~' 
> 7((a)::c, )... .2- 7[ (a)= h+O+ ................ o = h (st. 11). 
<~ II'. CA:.-
3 t_ e 11 ing 1 7 : ( 1 } k) = 1 , 1 ) 0 J a ) 0 
Dan is 
',vegens -
-c::::;--- _!.. . x_ (a)= f h voor a ::=- 1 
~ A-~1) l o 11 a-j. 1 
(mod k) 
(mod k). 
X(l). }L(l )=1 kanmen ook schriJven: 
..,.-- ,,,, -..; ( ) r h voor a r 1 (mod k) o/ 11,,( 1) . /\, a = JL o " 
"t.. a i 1 (mod k) . 
Bewijs: j) C bepaald u.Lt jl~ 1 (mod k) (mogel1jk wegens ( 1 ,k)=1). 
1_ ( j ) ;( ( l ) = ;{ ( j 1 ) = 1 }C ( 1 ) =·TD) 
~+l(e.) L _:t(j);:( (a)=L. A (jn)=fh voor ja 1 of a 1 (mod k) 
.:-X(l) ;1 ,<_ ( O in de andere gevallen (st.15). 
,·v 
Hiermede is d~ algcmene theorie der karakters voltoo1d:, en men kan 
gerust de ingcwikkelde structuur daarvan, btn.::v..:-ns de theor1e der pri-
mitieve wortels vergetBn, als men maar jn gedachte houdt de eenvoudige 
eigenschappenJ speciaal die van ct0 Jtcll1ngen 15, 16 en 17. Voor de ver-
dere beschouw1ng is hot van b2lnn[;, de, karakters in 3 soorten te ve1•delen. 
Definit1e: 
Men noemt oen karaktcr vnn de 0er:1t\) soort, als het. een hoofdko.rakter 
is (zie onder buwijs stcll1ng 9). 
Mon nocmt een karaktcr van de tw(·0de ::::oort nls het re~e 1, maar niet 
hoofdkaraktcr is, dus steeds Ol 1 of -1, waarbij -1 werkelijk moet 
voorkomen. 
Men noemt cen karaktcr van d~ d~rde soort 1 wanncer X (a) niet voor 
voor alle waardan van a re!el lS 
Voorbcclden: k=4 -X, (a) =0 VOOJ' a:O (mod )~) ) X, (a) ,0 1 11 [' ~, ( II ) Ji., (a) =0 H a r:2 ( 11 ) 
Jl,(a)~ 
- 1" a =3 ( ti ) 
2dc: soort. 
k==5 X,(a)=O voor a= 0 (mod 5) 
X(a)=1 11 a :S-1 ( 11 ) 
~(a)=l II 8. =: 2 ( II ) )d<:; soort. 
J,( a) :cc 
-.L II a :=3 ( II ) 
X-,(a)= -1 II D.:: 4 ( II ) . 
Na dczc 1~lcm2nta1r~" voorbor0idingGn b~gint het eigcnlijk0 analytiscRe 
gedeelte, het voornaamstc. 
Theoric der L -rcekst.cn. 
Onde:r L --reeks .m vcr~1taat m,·.n ri.:;L-ksun van dt: gedaante 
k ( a) 
as 
Hierin stolt s c~n gegeven compl~x g~tal voor. 
(op0cialu reeksen van 
D::!.richlet ) 
Stelling 18: Voor ieder van de h knrnktcrs mod k is de reeks 
oO >- ~t ( a ) --· L ( ) 
~- as ' s,?l 
t\..:. I , 
nbsoluut convergent voor s) 1. ( Dus s rctlel in dit gcval.) 
Bewijs: j)[(a)\~1 dus --~ ~ ·,:.. <)() l /1'/C\J I / I cl. S 
,;::;:-dus absoluut convergent wegens c0nverg(..ntic van .c...-
OI.: I 
Ste 11 ing 19: Ala ·;it niet hoofdko.rn.ktc;r 1s ( dus van 2dc of 3de soort) , dan 
ls voor v.?;:,u?,1: 
Bewijs: Volgens 
\ tu. :.{,(a) l { } h 
stelling 11 is f '"{ (a)=O bij sommatie over voll0dig 
res tsr3t12c.m. 
In £ X~(a) b0hocft mun slechta hct grootst moge:lijke aantal voll~dige 
Q."'i.< 
r..:stsystcmen er aft(.; n-.;;munl of evcntueel te completeren tot hot naast-gro-
terc aantal volled:tg-2 r0stsystcm;;::;n. Me:n houdt da.n een aantal tormen over, 
of' mvD kornt .::en aantal ti,; kort, da.t in bcid(.; g0v:::.lL.n _/ ~ is. 
,_ 
-1.3-
MATH~MATISCH CENTRUM, 
2de Boerhaavestr. 49~ 
Ams t_e rd am (OJ. 
Collog_uium 
G E T A L L E N T H E O R I E 
o.l.v. Prof. Dr s.c. van Veen. 
4de Voordracht, 21 November 1951. 
Analitische_getallentheorie_IV. 
Stelling 20: v ) u Da willekeurig complex voor u~ a~ v. 
Dan is: 
w L 'fa= R(w) 
a=u 
( v.f. w f. v). Max !R(w) I :::: )/ 
u~w~v 
\~[nyn\~ E )) 
n=u u 
Bewijs: Een lege som als R(u-1) betekent o. 
V ~ V W-1 ~ t' Y = L c { R(n)-R(n-1)} = 2 t R(n)- L E. +1R(n) 
n=u n n n=.u n n=u n n.::::u-1 n 
v-1 T v-1 
=n~ (En-s-i+1 )R(n) + EvR(v) dus hI En"tn)f L,l ( n~ (En- En+1 )+ tv):::: 
)"._ tu V 
Stelling 21; Als X geen hoofdkarakter is, convergent de reeks 1( s, x., 
_gelijkmatig voor n ~ 1. 
~-ewijs: l t l(~) \ ~ ls ~a!~ vl t X(n) \ ~ ~ ls~ ~ . ( s ~ 1), 
h==u n u n=u u 
dus v \ > ~ / < o voor v ju ►uo( o)= L (onafhankelijk van s). Gu n 8 2 f 
·,v 
St'e1li'ng 22: 1) L i(n) ; 0 g n ~n!lvergee:rt absoluut voor s) 1 
n=1 n en gclijkmatig voor s) 1 + f ( f. > 0 willekeu.rig; 
2) voor s) 1 is 
CX) 
L • ( '¥)- _-:;:- X(n)log n s>"'- - ~ s • 
n= 1 n 
Bewijs: 1) voor s > 1 + ~ 
O,'J 
i \.>t(n) log n /< lag n en ~ ~ 8 s , 1+ i n n n= n convergee:tt. 
2) is vanzelfsprekend. ~ 
--::::-- X(n) log n Stelling 23. Als ~ geen hoofdkarakter is, oonvergeert L - - -
n=t n 8 
gelijk:matig voor s ~ 1, en Isom\~ h. 
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1 Bewij~: c ~ 
a Neem s ~ 1. d ~ 6= 1-~ 10f :. ( 0 voor ? '; e8 
d ~ ~ t s+ 
dus zeker voor g }3, dus voor v ... ~ u )/ 3 is 
\ f /;(n) log n 1, h loge:, u .,$ h log u ( gelijkmatig convergent). 
n=u ns 2 uo 2 u 
Cl'O 
b Neem u=3, v -7C>O •h~ j .. (n)~~g n { {;. lo: 2 +; lo; 3 < ; +; < h. 
Defini tie: De ari thmetische functie/ (n) ( Symbool van Mobius), wordt 
gedefinieerd door: I. 1 voor n = 1 (-1)k als n het product van k verschillende priemgetallen is. 
j/4 (n)= I O in de andere gevallen, dus als n tenm.inste door het qua-
L draat van 1 priemgetal deelbaar is. 
Stellin_g_ 24: /,P (n) /~ 1. 
Eewijs volgt onmiddellijk uit de definitie. 
Van groot bolang is de volgende eigenschap van;_.c-(n), waarop het voor-
naa.mste gebruik van deze arjthmotiBch0 functie berust. 
Stelling 25: 2 p. ( d) = f 1 voor n = 1 
d I n (. 0 voor n > 1. 
(In deze som doorloopt d dus alle delers van n). 
Bewijs: 1) voor n = 1 is dff(d) =J-l(1) = 1, 
k1 . k2 ~ . 2) Neem n) 1 , n = p 1 p2 •, ••• Pm (kanonische ontbinding). 
Volgens de definitie zullen de enige van nuJ verschillende 
grootheden;~(d) behoren bij de delers van p1.p2 •••• pm• 
1 °. voor ieder van de m delers p 1 ,p2 , • •• Pm is/ ( d) = -1. 
2°. voor ieder van de (~) dolers P.kPl ? ( d) = (-1) 2 • 
etc. 
Dus: -~ ,M(d) = 1+(m1)(-1)+(m2)(-1) 2+ ••• (m)(-1)m=(1-1)m=O, want m >o. d/rr o:; m 
Wij beschouwen nu de re0ks ""5'" X:{n){ (n), welke zal blijken, ten 
n~ n 
nauwste met L(s,-X) sa.men te hangen (zie Stelling 27). 
Ten eerste geldt hiervoor: 
Stelling 26: 60 X(n~ fl (n~ ~ · - l. 8 -.L convergent absoluut voor s"') 1. 
n=1- n 
Bewijs: / X.(n~: (n) / < ;a , 
s > 1 is: 
~ X(n);(n) 
n=1 n 
Stelling 27: Voor 
L( s, 'X.) • = 1, dus L( ~.,lO / O. 
Bewijs: Wegens d,e absolute ·oonvergentie van beide reeksen 1$ 
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()() ~ 
~ !~ . L X(n)fa (n) 
m="r m8 n=1 n 8 
X(m) •¼(n),,,U(n) 
(mn)s 
(.'X'.} 
= 2 
k=1 
'Dus~ oO 
z 
n=1 
'X(k) 
~· k 
L )'{ ( n) = X( 1 ) = 1 ( st • 2 5 ) • 
nlk 1 
-X(n) ~UU. = _1_ • 
n L(s, X) 
Met behulp van het voorafgaande is hot nu gemakkolijk een fundam.entele 
identiteit te bewijzen, waardoor verband wordt gelegd tussen de priem-
getallen en de functie L(s.X). 
Stelling 28: Voor s) 1 is 
_1_ = TT (1- X.ul ) • 
L'.63,"X) :P ps 
(in het product worden de factoren gerangschikt naar toenemende p, p 
doorloopt de :r·ij der priemgetallen). 
Tieze identiteit is de uitbreiding van de productformule van Euler voor 
de reciproket -functie 1 
TT (1- L) = -- voor s>1. 
p ps t ( s) 
~ewijs: Door uitwerking van het product in de volgende uitkcmst vindt 
men voor iedere ~ > 1 
G:-3> TT (1-1U?l) = 2'~{n))-<(n) 
s s 
:P~ f. p n=1 n 
., 
waar in de som 'Z 1 van het rechterlid n de rij van alle natuurlijke ge-
i--: 
tall en doorloo:pt, die niet deelbaa!_,J,ijn door een p) < • 
Dus evenzo geldt: ;:: 
.:, 
TT ( 1- fill) = 2 X(n) )A (n) + ~ 1 !.((n);v' (nl 
< c El S S p \ c, p n~-=1 n n ..> ,~ n 
(in de eerste 
Voor ~ ~ oo 
som rechts doorloopt 
( 
f_ -x( n) ~: hl -::> 
n='1 n 
Verder is: l ~1 _X.(n) ~u (n2 }.( ~ 2a 
n<: f n n > ~ n 
Stelling 29: Voor s > 1 is 
n alle natuurlijke 
1 
• 
L(s,X:). 
-> O voor 
~ 1(n)J\s (n) 
n~ n 
= _ L'(ssl_L 
L(s,X.) 
getallen '1 I; ni ~). 
Hierin steltA(n) het vroeger vermelde symbool van Dirichlet voor 
{ log p voor n = pk(k~ 1) A (n)= o voor alle andere n)' 0 
n.l. 
De rij in het linker lid convergeert dan absoluut voor s > 1. 
( we gens I 'X,(n).fi~ (n) / f log n .. ) 
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Bewijs: 
= ~ "X(~) .) /\(n) =."'2 ~(k) log k = 
k=1 k'- n 7°k1, k 9 k=1 
=-L'(s,k). 
T -- ' 
r, ,-7 
Bewtj~: In 
--17-
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Analytjsche get,:1.llonthaorie V. 
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Voor s -)1 (van rec·hts) is 
L'(s,·A_ 0 ) 
stelling 29 is 
L' (s, ;\) 
L(s, ·1'_) 
L(s, .A 0 ) 
bcwezen, dat voor s 
= ~ I\ (n) _/\. (n) 
L. s 
n 
n=1 
> 1 : 
- ·vij nu voor i eon hoofdkarakter -X, 0 , dus 
cl 9: vinden wi j: 
7L (n)=+1 voor (n,k)=1 
-~ (n)= 0 voor (n,k)J1 
L'(s,Xc) 
L(s,~x_ 0 ) 
_ l'"S,__12_ 
• 
1 =: pt:J-1 
o:-
~- A (n) 
= L--
n=1 
(n,k)=l 
s 
n 
c---. __ ,.. 
2 /\(~) -~~ == 
:pjk n=1 n 
cx:J 
~,-
~:,o 
)\(n) 
_L. log l2 
== 
~-
m= 1 :Pms n= 1 s n 
~-:~J · '19-tste som 'bestaat ui t eon eindig aantal termen, die ieder voor 
s - ·-1 tot een eindige grenswaarde naderen. Men behoeft dus sle~hts aan 
~e ·, :men, dat Z2 A 
~- ( nl ._,...> O'v voor s -::, 1  s - • 
n=1 n 
J,"'c :'toe passen wij stelling 29 toe voor k == 1. 
Duf A (n) = 1 voor alle waarden va·d n. (= 7( 0 (n)). 
L( f' IL ) 1 1 =--
>; ( s) 
'{oc ' s 
. .,_, 
~!2£n 
1i(s1-X..) 
L( s, 71.. ) 
...L-. ~ 
n=1 n 
== 1 -->.) ~ 
n~-1 n 8 
00 
00 
g ( -.:..~ ,( __ 
l: : ,: 
--1..\(~ 1 S/ ,s=s=l'" n .,,_ 
C.">\) -'/ L log n); 
n=1 ns 1/ 
1 - -~-1 
,) 8 n=1 
1. ) 
ns 
( s > 1) 
log n) 
s 
n 
(stelling 28). 
C>(J 
log gs=. 1 s == 
n=g n 
-
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waarin g cen willekeurig geheol gctal > 1 voorstelt. 
])us g-1 1 
-:Z. ns 
L' ( s, X. ) ) log g ( 1 - n=1 ) > ½ log g 
L( s, i ) -~.:=::. 1 
/ 
~1 n 8 
als s dicht gcnoeg bij 1 ligt, 
g::_1 
'-L-.. 
I n=1 ) 
'-want 1 - ,::' _ 1- -,-~ = 1 - g( s-1), ') 
s-~ 
.,4, 
n=1 Voor willekeurig groot gekozen g is 
1-g(s-1)) ½ als 1 <s <1 + }g) 
Stelling_ 31 : Voor O <. ·'/ < 1 1 tf willekourig rec el i~ 
c 1 - ~1 ) 3 ! 1 - 't 8 tf i \ 4 [ 1 - 2 e2 y-- i I 2 <- 1 • 
Bcwijs: Het linkerlid is 
g= cl1- 'Yl )3 (1- ?( e '-f i)2 (1- ··1. e- fi)2 (1- '>2 e2 /i) (1- ?j e-2if) 
log g = _' r J' J+2(ek fi+ 0 -kfi)+( 8 2k'f1 i+ 8 -2kfi)} L-- k )._ 
k=1 
= -~ 
k v-.J k ~ (3+4 cos kf + 2 cos 2 kf)= -~ --~'k(2 cos k<{+1) 2,,( O. 
k=1 k=1 
Stelling 32: Voor s) 1 is 
{ L(s, i o)}3 • \L(s, X )\ 4 \ L(s,ft. 2)\ 2 ~ 1. 
Bewijs: In stelling 31 wordt gestel~ voor p ~ k. 
e'fi = 7t_(p); ). = ;s • 
(1-~o~Pll3\ 1- Zl~pl/ 4 \1- A2(;p)) 2 < 1. 
p , p PS 
Dus 
Voor rlk krijgen wij voor hct linkerlid = 1 
Dus vvor alle pis linkerlid ~ 1. 
Dus 
·x ( P) - 3 ---1 ( ) I -4 TTc1- -0 ) 1- A :P 1 )1-
p PS PS \ 
j' 1 3 \ . \ 4 \ .. 2 \ lL(s,i. 0 )( L(s,fl)! 1L(s,X) 
-2 
= 
Nu komen de beide hoofdstellingen, die de oplossing van het probleem 
voltooien. Tie eorste is vrij eenvoudig tc bcwijzun. Beid0 stellingen 
bctruffen hct geval s = 1. 
Stelling 33. Voor ieder karakter van de derdo soort is 
L( 1 , "i'() ft O. 
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:B . . 2 . k ew1Js: ':{. 1s eGn arakter, maar g~eq hoofdkarakter, want dan zou7L 
steeds +1, -1 of nul zijn, dus rcecl. Volgens bswijs stelling 21 is 
dus ( u. = 1 , v --·0., p.J ) v o or s >✓• 1 • 
\ 1(s, ;\ 2 )\ ~ ~(h. 
Voor 
.:~"<Y -~ 
1 < s <. 2 is L( s. ·1 u·) = -~ l ,:" .L 
I - s ,• 
n:-::1 n n=1 
1 /1 + 1 s ( 2 
-2 "-- s-1 = -
_ s-1 ·, s=T 
n 
(n,k)=l 
Volenns de ongelijkhcid uit stellinc 32 is dus 
) L ( s , l )\ ~-
1 1 ( s-1) 3/4 
_:I_\ Cs-1l3/4 • \_ 
2374 • -- - '1 I 
~L(s9 Xo>r 3 4 jL(,s, i_ 2) / 1/2 _,,. 
- / \-,,-11--Vh 2 
._ 
,-X ' L' ( s ) is continu voor 5 ):.- 1 • (stelling 23) c1us 
~ 
_j L 1 ( S , ~ ) d ~ = L ( s, ;{ ) - L( 1 , ))_ ) • 
Dus 1 
\1( s, -XJ- L( 1 , A ) \ Z.. h( s-1). voor s ) 1. 
N,Jcm nu aan, dat L( 1, ·Jv) = 0 
·n is voor alle suit het gobied 1 ( s < 2: 
cf 
( s-1 ) 3/ 4 \ \ I < L(s.;L) "h(s-1). V-- I 2 h 
1/4 '- 1 ( s-1) / J/~ 
2h 
, s ) 1 
Hier komion wij tot cen tegonstrijdigheid. 
Conclusie L( 1 , X,) f O. 
Tenslotto krijgen wij de hoofdstelling, waarvan het beWijs het diepst 
verborgen ligt, n.l. 
Stelling 34g Voor ieder karaktor van de 2 8 soort is 
L( 1 , h) f O. 
( Opmerking: Ui t stalling 28 woten wij re,;ds L( s, X ) >,. 0 voor s > 1 
:De reeks is continu voor s? 1 (stc..:lling 21) dus 1(1,;f~)-O) 
:Bewijs: Voor eon vereonvoudiging van de bewijsmethode is door Mertens 
ingevoerd de getallonthoorotische fun~tie 
' f (n) = L. lt ( d) • 
a \n · 
(Mertens: Orelle's Journal 1894. p. 169-184). 
Voor 1? 0 is 
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_ 1 J 1 ++ 0 + ••• + 0 = 1 voor 1t ( p) = O 
clus: 
f(:r/) = 1+ i_ (p)+ ••• + 7l_(p~) = ( 1 + 1 + ••• + 1 -4 1 voor ',{ (p) = 1 
1 \ o s teed s · 1 - 1 + • • • ( - 1) 1 = l/ 0 v o or 7L. , ( p) = -1 9 2{ 1 
f(p )2 'l1 2!·L ("11) -x I 
., voor - - . 1 voor n ( p) = -1 , 2 1 
\·cor a 1 > o,·,. 2 -::;;, o,(a 1,.--i 2) =1 ontstaan alle positieve d\a1a 2 door ver-
mpnigvuldiging van de positieve ct 1 ja1 met de positieve d2\a2 . 
.uUS L. X ( d1) )_ 7[ ( d2) = 
= f(a 1 ) f(a2 ). 
Dus f(a) is multiplicatiGf. Wcg:..,,ns (1) is dus: 
r O steeds 
f(a) > t 
1 bij kwadratische a. 
Stel m = (4h) 6 
z = ~ 2(m-n)f(n) = > 
fi=1 ab~ m 
2(m-ab) 7L (b). 
a> u , b ).J 
-~ ~ 1i ( 2 ) VO 1 gt : 
Vm 2 
z)- ~ 2(m-b )1' 
b=1 
½Vm 2 ½Vm m 3 3/2 3 9 2-- 2(m-b )) ~ 2(m- 4 ) = 4 m = 4(4h) • 
b=1 1/ b:::1 
Uit de figuur blijkt, dat uit 
ab;-(m, a.> O, b "::s- o, 
" 
vol.gt: 
of: a ~m1/ 3 b'> m2/3 
" , / ( gebied I) 
( 2) 
of: b <. m2/ 3 
--
( gebicd II). 
Dus z = z3 + z2 waarin: 
-.;- m 1/ ..;:--· 
L_ = ~- "/ L--. 2 (m-ab) 
I a= 1 m "- 3 ,( b <' ~ { (b) 
2/3 ~-~  -- ,L__. ?-_ i(m-ab) ?[ (b). 
0 <a~~ II "b:::1 
Hie in is ~-
m2/3<~-~ 
r.( 
2(m-ab) Ji (b) \ < 2m. Max \ ~>-· Ji b\ ~ 2m ~ 
(zie stelling 20) 
Dus 1/3 
( m · 4/3 z 1 , ~ mh = m h. 
a= 1 
- 2'1 -
Verder J.s: 2/3 
m ~-
I-Iierin is: 
Dus 
z2 = 2 X ( b) L. ____ m ( 2m - 2ab) . 
b== '1 - O < a~ b 
~ 
L.--"--
o< a~~ (2m--2ab) = 2m[~] ·- bn~J ( L~~] + '1) 
-- 2m ( ~ 
- el - b { (~ - el 2 + ~ - e J 
2 
m 
=b 
2 
- m + b ( e -- if) :{. ~ - m + if· 
--c 
(O{. 0 I__ '1) 
Hierin is / 2/"' b=m J +1 
X ( b) 
b 
h 
2 (stelling 20). 
Dus: 
Dus 
1 2 ( -y ) 9 4 /3 / 2 ( -..J ) 0 C z -· z 1 + z 2 ..._ m L 1 , /\.,_ + 4 m h ~ m L 1 J ft,_ + 7t( 4 h) _., 
of 
3 (4 )9 9 (4 )9 2 ( Y) 4 h L__ z ( 16 h + m L '1, /\"" . 
_· f' : 
w.t.b.w. 
~en slotte nag een klein1gheidje. 
Stelling 35: Voor ieder karakter van de 2 8 en 3e soort is 
Bewijs: 
Dus 1 
L 1 (sJX) 
L(s; A) 
L(s 5 \) is continu voor s ) 1. 
Ii -I Q voor 
voor 
1 L s' 2 
s = '1 11 :I 0 
is begrensd voor 1 { 
en ook voor s) 2 
Ook is: L 1 (sj)(_) begrensd voor s ~ 1 
Dus: 
voor s )1 
(stelling 
(stelling 
(stelling 
(stelling 
(stelling 
begrensd voor s ~ 1. 
begrensd. 
21) 
27) 
33 en 34) 
26 en 27) 
23) 
MATHEMATISCH CENTRUM, 
2de Boerhaavestr. 49~ 
Amsterdam (O;. 
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Colloquium 
G E T A L L E N T H E O R I E 
0.1.v. Prof. ]r s.c. van Veen. 
6de Voordracht, 16 Januari 1952. 
Bewijs van de stelling van Dirichlet. 
Wij hebben in stelling ~ bewezen voor s> 1: 
&"'O 
L' ( s 4 Z ) = ~ J.. ( n ).I\. ( n) L- s • L( s, 7'l,) n=1 n 
Vrijwel onmiddellijk volgt hieruit: 
Stelling_3.§.: Voor (m,k) = 1, m>O, s>1 is 
1 ~ 1 
- h ~ x (m) L
1 (s,~) = L_ 
L( s, ?\,) n z m 
A (n) 
• (1) 
(In de rechtersom wordt gesommeerd over alle n~ m (mod k) in opklim-
mende volgorde). 
:Bewijs; Volgens stelling 29 en stelling 19 is: 
00 
''Iv (n}A (n) 
-I 1 L'(s,-X,) 
~X, ~m) 
~ = = 
:X, (m) L( s ,. X-·) n==1 ns 
'X 
oe;. 
J\. ( n) 
= L >1 X (n) == -,~- A(n2 h, w.t .. b.w. 
ns ns • n=1 -- ·X, (m) n~m Ai 
Hieruit volgt direct het bewijs der slotstelling. 
Stelling 37: Wanneer (m,k)= 1, zijn er oneindig vele priemgetallen 
p = m (mod k). 
Bewijs: Wij kunnen zonder enige beperking nemen m > o. 
Beschouw de uitkomst (1) uit stelling 36 
1 ~ 1 L'(s,7'..) = ~ .A(n) • 
- h ·x· 7'i_ ( m) L ( s , X ) n -:;. m n 8 
Het rechterlid (dus het linkerlid) is reeel voor reele s. Laat nus 
tot 1 naderen en beschouw het linkerlid. 
D~ term met )l O dus 
1 1 
- h Ao(m) 
L•(s,';( 0) 
L(s,Xo) 
1 
= -- E (Stelling 30). 
De overige h-1 termen van het linkerlid van ( 1) blijven begrensd voor 
s ➔ 1. (Stelling 35) • 
Dus ook het rechterlid !; 
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A(n) 
ns 
voor s ~ 1. 
n: m 
L A ~n) = L lo~£ + }:_ log J2 ·-> ;:>() 
ns s Prs n ~ m p~m Il p,r 
r:>1 
Pr-= m 
De laatste som, met r > 1 blijft ~egrensd als s ➔ 1, 
want voor s .) 1 is: 
00 
p,r 
r > 1 
lo~r < ~- lo~ p = .L 
P p,r P P 
r>1 
c,o 
= 2- log n ( 1 1 ) ~ (log(n+1) _ log !1) 
- - - = 
n=2 n-1 n 
OCl ( 1 + !) DO L. log >. < = n=1 n 
Dus de eerste 
~ 
L-
1):m 
n=1 
term van het 2 8 
10 g p -;;;:, Cle.) 
PS 
n=1 n 
1 2 
~ = if' 
n -;- • 
lid van (2) 
voor s-... 1, 
n 
log n 
n(n-1) 
(2) 
m. a. w. deze som kan niet leeg zijn, of eeln·: !._i.ndig aantal termen bevat-
ten. 
Het aantal priemgetallen p ~ m (mod k) is oneindig groat als 
(m 2k) = 1, 
Wij willen deze beschouwingen besluiten met enige aanvullende 
opmerkingen, zonder bewijs (dat komt eventueel later). 
De stelling van Dirichlet levert slechts een kwa.litatieve uit-
komst, die als zodanig de uitbreiding is van het resultaat van Euclides 
dat het aantal priemgetallen in de natuurlijke getallenrij oneindig is 
(speciaal geval van Dirichlet m=k=1). 
De la Vallee.- Poussin en Hadamard hebben gelijktijdig in 1896 het 
asymptotisch be drag van het aantal priemgetallen in de reeks n 'E'_m(mod k), 
(k,m) = 1 bepaald en gevonden. 
lim JT ( x) = 1 = * . 
X -;;, "° 10 ~ X lf ( k) , 
als 1T (x) het aantal p;riemgetallen in de reeks n =:: m (mod k) voorstelt 
(vgl. Ch de la Vallee - Poussin, Recherches analytiq_ues sur la theorie 
des nombres premiers en g4neral. Deuxieme partie: Les fonctions de 
Dirichlet et les nombres premiers de la fo:rme lineaire M )( + N. 
-24-
Ann. de la Soc. scientifique de Bruxelles, Bd 20, deel 2, p, 185-256 
1896). 
Bij de gelegenheid van zijn bewijs van de stelling van de· priemgetal-
len in een rekenkundige reeks heeft Dirichlet het volgende vermoeden 
uitgesproken, maar niet bewezen. 
Voor (m1 ,k) = _1,(m2 ,k) = 1 is TT m (x) 
1 . 1 J.m -----
x-4oa 1T (x) 
m2 
= 1 
als TT (x) resp. lT (x) het aantal priemgetallen in de reeksen 
m1~ . m2 
n ~ m1 , n;; m2 (mod k) voorstel t. 
~ ,. 
THEMATISCH CENTRUM, 
de Beerhaavestr. 49, 
MSTERDAM-'O. 
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Colloquium 
G E T A L L E N T H E O R I E 
--0.1.v. Pref. Dr S.C. va.n Veen. 
7 de Voordracht, 30 Januari 1952. 
De ste:1:,].ing van Vinogradow over het 1)ro bleem van ".1laring._ 
Spreker: Dr -~r. Verdenius. i 
~itt,: E. Landau, Ueber ei~ige neuere Fortschritte· der edCitiven Zahlen-i theorie. (namb. Tracts no 35) 
i 
~ 1. Inle.iding. 
l Wariry:£ vermoe dde in 1770 (fie di ta tione.s Algebraicae p. 204 - 205), 
l:Jat aan ieder natuurlijk getal keen getal s = s(k} is toe te voegen, 
l: lsodat ieder natuv.rlijk getal n te schrijven is als 
s 
n = l m~ + met ~ ~ O. 
h=1 
~et kleinste getal s(k) met deze eigenschap wordt in de litteratu.ur aan-
geduid met g(k). 
Dit vermoeden werd pas in 1909 door Hilbert bewezen. (Math. Anna-
len, 67 { 1909) p. 281 - 300) • Rer;; ds eerder- was het door anderen voor 
1 ~ k ~ 9 en voor k = 10 bewezen. Ik noem daarve.n: 
Het geval k = 1 is trivia.al) g(1) = 1. 
Lagrange bewees reeds in 1770, dat g(2) = 4. 
Liouville toonde in 1859 aan, dat g{~) ~ 53. Thans is bekend, dat 
19 ~g(4) ~ 35. 
Maillet bewees in 1895, dat g( 3) ~ 21. ?Tieferich verscher:pte di t in 
1909 tot g(3) = 9 (aangevuld door Kwnpner in 1912). Alle genoemde be-
wijzen maken gebruik van zekere identiteiten. _In vele gevalJ.en meet 
men bovendien) wil men de grens voor g(k) klein ha:den, de stelling 
voor een groot aantal getallen numeriek controleren. 
In verbamd hiermede zal het duidelijk zijn, dat het wenselijk 
is. oak een onderzoe':e in te stellen naar het ltleinste geta.1 s == G(k) 
zodat ieder voldoend groot na.tuurlijk getal n in de gedaante (1) ge-
schr.even kan worden. Men is dan minder afhankelijk van de gedragingen 
van ·een enkel speciaal gete.l, terwijl uit het bewijs dat G(k) eindig 
is tevens de stalling van Hilbert volgt .. Hat blijkt, dat voor k ) 2 
geldt G(k) <g(k); zo is b .. v •. thans bekend G(3) = 7 (Linnik 1943) en 
G(4) = 16 (Daven.:eort 1939). 
- ~o ... 
Deze laatste resultaten zijn evenwel bereikt met geheel andere 
methoden, waarbij de analytische hulpmiddelen op de voorg.rond treden. 
De stoo~ hiertoe gaven Hard.x en Littlewood in 1920 met een serie arti-
kelen: Seme problems on °partitio numerorum?. Een van hun eerste resul-
taten is 
G(k) ~ (k-2)2k-1 + 5 = G~(k). 
Bovendien leiden ze een asymptotische formule af voot het aantal oplos-jf-
singen L(n) van (1) als s = G (k). In hun resultaat komt een geoompli-
ce .. rde reeks ~(k,n) voor, die bekend staat als de singuliere reeks 
t'singular series;;). Ook wordt hij wel aangeduid als de ari thmetische 
factor, omdat hij alleen afhangt van rekenkundige eigenschapf~n van ken 
n. In §2 en 3 komt 'o'-uitvoerig ter spra1re. Da2.r zal bewez:en worden, dat 
er een constante c1 (k) ) 0 bestaat, zodat O'\(n) ) c1• Bij vele analoge . 
onderzoekingen schuilt hierin de grootste moeilijkheid. 
Het ui tgangspunt van deze onderzoekingen is hierbij 
f . lt 11 . ( k k ) ~ ~- 2rf10( m1 . + _.. + ms - n L(n) =L~ ••• L e d«. 
m1 =0 ms ::::0 0 
Het bewijs berust nu hierop, dat van de integratieweg slechts die ge-
deel ten van belang zijn, die ~icht bij een onvereenvnudigbare bre·.:k 
Ill.et kleine noemer liggen ( de z. g. 11major arcs"), terwijl de overige ge-
!eel ten (de z.g. "minor arcs") een bijdrage leve:ren, die in de rest-
term kan worden opgenomen, 
In 1934 gelukt het Vinogradow een veel scherpere grens te vin-
den, n.l. 
0, (k) -:$. 6k log k + c2k, 
~aarin c2 een niet ter zake doende positieve constante is. Het bewijs 
berust op vrijwel dezelfde principes als dat van Hardy en Littlewood. 
~ij zullen in deze serie voorarachten deze stelling bewijzen voor het 
geval k > 3, op de wijze als Heilbronn en Landau het vereenvoudigd heb-
ben .. 
Naderhand is deze methode ook zeer v:ruchtbaar gelbeken bij het 
onder·zoek van analoge problemen. Dit is o.m. gebeurd door Van der Cor-
EUt en Loo Ken_g Hua(± 1939). Een merkwaardig resultaat bereikten 
Pickson, Pillae e.a. ten aanzien van de functie g(k) met behulp van. 
deze methode. Zij leidde tenslotte tot de mogelijkheid om g(k) te be-
rekenen voor k ) 5. 
l 2. Stellingen over eenheidswortels~ 
Enk:ele afspraken: 
Peine latijnse letters behalve e en i atellen gehele getallen voorJ 
;P, P1 enz .. zijn priemgeta.llen;· 
ic1' o2 ~nz,. atellen ges.chikt gekoa!6n posi ti eve consta.nten wol.", ;t'esp_. 
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p.osi tieve functies van de achter c genoemde variabelen; 
k ) 3. 
Defini tie 1: Voor ieder getal ()( stellen we e( ~) = e2 r(i0<. • 
Definitie 2, V~or iedere onvereenvoudigbare breuk ~ stellen we q 
S(~, k) = l- 1 
:J. I m 
waarin .[:"1 uitgestrekt wordt ~ver de getallen m van een willekeurig. 
volledig restsysteem modulo q. Omdat (m+q)k.=mk is S onafhankeiijk 
van de keuze van het restsysteem. 
In deze paragraaf zul'en we bewijzen 
1- 1 
/s(~, k),~c3(k) q k; 
ptellin_g_ 1i Voor l) 1 is 
(x+ypl-1)k=:=Xk + kxk--1:pl-1(mod :pl). 
Bewij s,; Reeb.ts staan de eerste twee termen van de binomiaalon.twikke:.i.. 
1 ling van het linkerli.d- Alle volgende termen zijn neclbaar door p ,. 
omdat voor h) 1 geldt h(l-1) ~ 2(1-1) ~ 1. 
Stellin,g 2t Als t het aantal factoren p van k voorstelt k = k 0 pt (dus 
P t k.0 ) en l > k is, geldt 
(x + ypl-!-t)k == xk+ koxk-1y:pl-1(mod :i;l) • 
Op~,J'king: l - 1 - t ~ k - t).. 2t - t > o. 
~Bewij_si_ Het geval t = 0 is een s:peciaal geval van stelling 1. Zij dus 
verder t > 0. Voor k = 4, ~ = 2 krijgen wet= 2 en l ~ 5. Dan is 
(x + Y.Pl-1-t)k = (x + y2l-3)4 = 
x4+ x3y21-1+ 3x2y2221-~+ xy3231-5+ Y4241-12-=-
x4+ x3y2l-1 = xk+ k xk•1ypl-1(mod pl). 
0 ' 
Er res·teert nog het_ bewijs voor k ;i 4, t ). 9• 
Ui t de binomiaalot.twik!:eling •· van het linkerlid. blijl:t, dat we kunnen 
volstaan met te bewijzen 2(1 -1 -t) ~ 1, dus dat k),:, 2t+1. Dit blijkt 
aldus: 
1). Voor :P') 2 is k .>pt~ 3~ ~ 2t+1 • 
. 2). Voor p = 2 en t = 1 o:f 2 isk?-6> 2t+1. 
J). Voor p = 2 en t) 2 :1:-s k ~2t > 2t+1. 
Stelling ~: Voor (a, p) . == 1 _en p t k, l ) 1 of p\k, l) k geldt 
pl-1 ~ e ( · ci zk) = O. f--;;o ;r 
p tz 
.... 28 -
:Bewij.~: Zij t weer het aantal factoren p van k en k = k pt. 
0 
.Als p t x, 0 ~ x ~ pl- 1-t -1 en O .:{ y s;; pt+ 1 -1 vormen de getallen 
x + y pl-1-t 
ju.ist het systeem van de geta11en z waarover geso:rnrn.eerd moet worden. 
Voor de in de ste1.1ing genoemde som ;;- is a.us 
····-- ~ 
,L ==L-
.z x, y 
z 
e( 1 (x + y pl-1-t)k) ~ 
p 
Uit stelling 1, resp. 2 volgt nu 
L =). - e( 1 xk) ( e (~ ko xk-1y). 
Z X p y 
Omda t p / a}r xk- 1 1· s >_- 0 t o dt s d a tal ,,._ = , wan er w r ge omi.7leer over esn an 
0 y 
volledige restsystemen modulo p. Dus is ~ = O. 
Stellin_g~;_ Zij (a~p) = 1 en 1) k. nan isz 
s(--¾-) 
.L 
P. 
J3ewi_is: S ( \) 
p 
1-1 
~1 
=} 
· u:::::1) 
k-1 
= p S( -!1-) • 
.L•-k p 
e( 1 (up)k) = 
:p 
(stelling 3) 
ki, .. 1 ( a ) 
= :P S 1-k ; 
p 
want in deze laatste som doorloopt u juist 'pk- 1 volledige restsystemen 
modulo :rl-k 9 
Stelling 5: Zij (a,p) = 1, Pfk, 2 ~l~k. Dan is 
~:::Sewij s: 
s ( t) = J_}-1. 
p 
Ui t p _..,_, k, 1 > 1 volgt vol gens stel ling 3 
I l l 1-1 1 :p-1 :p,-,1 u -
S( ~) == )~ e( 1 zk) = >.. e( \ zk) =L e(apk-luk) = 
p z=O p z=Ll p u=O 
]l \ z 
1-1 p 
• 
( o 1 p-1 
_Stelling 6: Zi j p ) 2, g primi ti eve wort el modulo p dus g ~ g , .... , g 
stellen alle gereduceerde restklassen modulo p voor). De volgende 
(k, p-1) getallentheoretische functies )(. (h), -1,()~ m <._ (k, p-1) zijn 
rn 
verwchillende karakters modulo p; 
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JO voor prh 
= (e( \k~JFTT) voor pt h;-waarbij 
h ~; gx(mod p), 0 ~ x <p-1. 
( .:::(0 (h) is ook nu het hoof dkara.kten) 
I 
x bepaald is door 
Bewij-s:~ De vier eisen, die aan een karakter gesteld ZJ.Jn ( zie :pag. 6) 
zijn vervu.ld; I, II, IV zijn duidelijk, en III geldt, qmdat uit 
x1 x2 
a 1 = g , a2 ..;;;g , x 1 ~ O, x 2 ), 0 
~1+:X:2 
volgt a 1a 2 ~ g (mod :p), zoaat aan a 1a 2 is toegevoegd x 1+ x 2 of 
x1+ x2- (p-1). Dat de karakters verschillen blijkt.uit hot feit, dat 
(de m getallen ,1m(g) = e Ctki~- 1)) verschillen. 
Stelling 7: Zij p> 2, h>O. Dan is 
(~?p-1)-1 
2-md) 
'\.I {(k 1 p-1} als pt h en h een k-de machtsrest 
/\_ m (h) = mod :p is; 
Q in de overige gevallen. · 
].ewijs: Zij g een prtmitieve wortel mod :pen laat voor :pf h gelden 
e? := h(m<;>d p) • Volgens de in stelling 6 gegeven defj n.i tie is dus 
~-Xm(h) 
m 
jO als p-fn.; 
l 
=·t 2m- e( (k~-1)) als pr h. 
Deze laatst~ som is gelijk aan (k,p-1) als (k,:p-1)\x en anders is ze 
nul. We moeten dus nog aantonen, dat h, met p 1 h, dan en alleen dan 
een k-de machtsrest ise:Js(k,p-1 )Jx. Om r;:8- te gaan wannE'er h ?-: yk(mod :r-··~ 
oplosbaar is naar y, ku.nnen we y 2 g-Z·(mod p) steller1 en nagaan wanneer 
@? ;a gzk(mod p) o:plosbaar is naar z.To.arvccr is noaig en voldoende, dat 
x 5. zk(mod(p-1)) oplosbaar is naar z. Dit is dan en alleen a.an mogelijk 
al s ( k, p-1 ) \ x • 
Stelling 8: Zij p > 2. Doorloopt h o.e getallen van 1 tot en met :p-1 1 
dan doorloopt hk modulo· p alle klassen k-de machtsresten -::f.:O(mod p) en 
~el iedere klasse (k,p-1) maal. 
Bewijs: 1). Dat iedere klasse voorkomt is duidelijk. 
2). Zij c.i= (ktJ?-1). Een;oudig is in te zien, dat iedere wortel 
van xk 2 1 (mod p) tevens V<9ldoet aan · xd • 1 (mod p) en omgekeerd, omdat 
volgens Fermat geldt x'.P-1 E. 1 (mqd p). 
Stel nu xP- 1 -1 = (xd .... 1) f(x), ... 
aan is f{x) = x:P.-1-d + xP-1-2d _+ .. . d ... • + X + 1. 
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Nu he-.;ft xP- 1 -1 ::::. O(mod :p) juist :p-1 wortels en g(x) .:::=""0(mod vl- hoog-
stens p-1-d. Dus he-.~ft xd~1 :=:: 0 minstens d wortels~ dus juist d. Do 
congru(mtie xk~ 1 (moa p) ho1.;;:Et dus ook a wortels~ Bijgevolg h0eft ook 
zk.:::. (:xk 1)k::::.. h 0 k~mod p) voor iedere h 0 $0(m~ld p) juist d_wortels,in z. 
Stelling_,'.2..1 Stol. ,..-f (h) is niGt-hoofdkarakter modulo p. Dan is voor 
( ) - 1 . a,p - . p-·1 
\ ~---- "'V ( h) . e ( al];) j = \ r-:- • L---··- /1 n / P 
1 h= 1 " .t' 
Bewfi·s; l [= __ 1 ~- (h) e (~")\ 2 = ;h:;11 :( (h) e 11=1 · -
v-1 
(fill) t_~ :;((j) e ( .. fill) ; 
:9 j=1 ... p 
p-i ~. · ah :p-i y ahl 
= 2-.~ y (h) e (-1~) ) '.;:· - /!'- (hl) e (- -:;:,-) = h=1 /\., 1=1 · H 
n-1 
' 
p-1 
...=-- /((1) ... ;···-~-,,.'(_ .. ~-· e ( ) 
:p-1 Jcj ( ) ( ah. 1-1 ) = 15.:::·- )((l) L 8 ( ah 1-1 ) :::: 
-
l=1 -~ h==1 p 1=1 h=O p 
=X(1)p=:r, 
Stellin_g_ 10~ Zj_j p > Z: ,?n (a, :p) = 1. Dan is 
/ s{;, k) \ <): ~--;·. 
Bewijs: Stel r doorloo:pt alle k-de machtsr.....,sten m(.:t O ·< :r: < p. Dan is 
u-1 p-1 ( a ) _ ~--.... , a hl{) 1 + ,-S - k - ~ el~ = ~h=t· o u' - ~•~-t\ J;' 
.c n==v 
== 1 + (k,:p-1) r· 
r 
e (a r) p 
( a k) 
- h ::::: p 
(stulling 8) 
= + ~,1_-~--__ 1. o ( .§:. h) ys J?:.J ) -1 ·x. ( h \
1 -- p 2..,...-- m .' 
h=1 m = 0 
( st,;-;lling 7) 
Volg...,ns stel"ling 9 is a.us 
t (klp,-1)-1 _ \I s ( fl. k 1 < '.',---· V p = p} 1 '· 2_. _____ _ 
m :::: 1 
( )/ is h~t hoof dka-
/\. 0 
ra.kter) 
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MATH1,MATISCH CbNTRUM, 
2de :Boerhaavestr. 49 ~ 
Am s t e r d am (OJ 
Colloquium 
G E T A L L E N T H B O R I E 
o.l.v. Prof. Dr s.c. van Veen. 
86 Veordracht, 13 F'ebruari 1952. 
De stelling van Vinogradow over het _.Probleem van Waring II. 
Spreker: Dr W. Verdenius. 
We gaan nu met behulp van de stellingen 4,5 en 10 aantonen: 
§telling 11. Zij 1) 0 en (a,p)=1. Dan is 
) . p1 ( 1 ~) als p~ k 6 ; 
\ S(~,k) l {' ) 1 
P '- ~ kp1 ( 1k) steeds. 
Eewijs: Stel 1 = kq + 
te passen blijkt 
r, waarin 1 ~ r ~ k is. Door q maal stelling 4 toe · 
s(-j-) = Pq(k-1)S( ~). 
1 Omdat pq(k-1 )pr( 1-k) p( 1) p 1 1-
= p k mogen we z.d.a.t.s. verderop aannemen, 
dat 1 ~ l ~k. 
We onderscheiden nu vier gevallen: 
1) P.~k, dus p ~Jr< k.: 6 • Dan is . 
. 1 1 
J s(;r) / ( Pl:( PP1(1-k)~kp1(17c). 
2) pt k, 2 ~ 1 ( k. Volgens stelling 5 is 
S( a) _ 1-1 < 1(1-k1 ) 
,. - p ' p • 
p 
3) Pi k, p) 2, 1=1. Volgens stelling 10 is 
/ 
,. 
_,. 
Stelling 12. Zij 
s(-j-) = s(½) = •(½) + e(1) = o. 
p 
q1 > O' g_2 > O ' ( g_1 'q2) = ( a1 ' q_1 ) = 
a1 a2 
S(-,k)S(-g_ ,k) = 
q1 2 
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~eyfi j s = ].)o or lop en h 1 en h 2 
dan doorloopt h 1 q2 + h 2 g_1 
opvolgend volledige restsystemen mod q1 en 
een volledig rr:;stsysteem mod g_ 1 q_2 • Dus is 
a a 
S(-1 + -1.) = 
q1 q2 
~.:J. c..;q2 a1 a2 k 
)__ z.._. s( (q1 + g_2) (h1 q2 + h2q1). ) = 
h 1=1 h 2=1 
Stelling 13. Als (a,q) = 1 is 
1 l 
]ewijs: Zij g_ = p 1 1 ••• pr r de ontbinding van q in priemfactoren, 
a1 ar (a,g_)=1 is het mogelijk r onvereenvoudigbare breuken - 1 , ... ,-r 
P1 1 p r 
vinden, zodat a 
- = q_ 
Uit stellinG 12 en 11 volgt dus 
~3. De arithmetische factor of sin.@liere reeks. 
Het getal s stelt een natuurlijk getal voor. 
Defini tie 3. Voor j __ sder c q > 0 stellen we 
Omdat 
te 
waarin £ 2 uitgestrekt wordt over de getallen a van een willekeurig 
gereduceerd restsysteem mod q. 
Omdat S(~) = s(.§:..~) en e(- .§!:n) :::€:(- a+q n) is A(g_,n) onafhankelj ... q q q q 
van de keuze van het gercduceerde restsysteem. 
Definitie 4. Onder voorbdhoud van convergontie stellen we 
.;,>;., 
DN ( n , k , s , ) = :f' ( n) = 2... A( q , n , k , s ) • 
q=1 
In deze paragraaf zullen we o.m. aantonen d~t Y(n) reeel is en dat 
voor s ~ 4k geldt ~ 
\Ju . 1 (J (n9k~s)_) c4(k,s) • 
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s 1--
Stelling 14. Voor q) 0 is\ A(g_,n 9 kis)f ~ c 5 (k,s)q k 
Bewijs. Uit stelling 13 blijkt 
s(1-.!.) 
t A ( q ' n )l .:(. g_ 1 -s c 3 s ( k) q k 
;""' 
Stelling 15. De reeks 2 ] A(q_,n)) is voor s) 2k convergent. 
0v q=1 1-~ 
Bewijs~ De reeks Z: c5 (k,s)q k is convergent en volgens stelling 14 
q=1 
<>.J 
een majorante van L._ jA(g_,n)/ .• 
q=1 
Stelling 16. Zij q 1) O, q2 > O, (q1 ,q2 ) =1. Dan is 
A(q1 ,n) A(q2 ,n) = A(q1q2 ,n). 
Bewjjsz Doorlopen a 1 en a 2 opvolgend gereduceerde restsystemen mod q1 
en q2 , dan doorloopt a 1 q 2 + a 2 q 1 een gereduceerd restsysteem mod q 1 q2 • 
Dus is volgens stelling 12 
q1 
( q_1 q2) -s 2-
a1 =1 a2=1 
( a1 'q1 ) = ( a2 ' g_2) = 1 
= A(q1 ,n) A(q2 ,n). 
Stelling 17. Zij s> 2k. Dan is,::rv 
',( (n) = TTL, A(ph,n). 
p h=O 
·C>C . 
Bewijs. Omdat s> 2k is L. A(ph,n) voor elke p absoluut convergent. 
h=O 
( St0lling 15) • In verband met stelling 16 is dus voor iedere N > 2 
<-..:). N 
Tr L A(ph,n) = Z H(q,n) + L 3 H(q,n), 
p (N h=O q=1 g_ 
waarin L 3 ui tgestrckt wordt over alle g_) N, die geen :priemfactoren 
) N bevatten. Uit stelling 15 volgt verder 
lim L 3 H(q,n) = 0 
N ➔ oo 
Uit deze beide relaties volgt de stelling. 
Stelling 18. Zij l~O en N(p1 ,n,k,s) het aantal incongruente oplossingen 
( k k 1 h 1 ,. •• ,h8 ) van h 1 + ••• + hs ::" n(mod p ) • 
Dan is 1 
1 ( 1-s) ( 1 k ) = ~ A( h ) p N p ,n 1 ,s L-.. p ,n . 
h=O 
- ~)4 -
Jj-Fi ;:, 'J\I i.L. 1. , 0-.:;·· 
~-
We merken esrst op 
. ' . 
Voor 1=0 is de stelling trjviaal, want N(1 ,n)=1=A(1 ,n). 
Zij nu 1) O. :Dan is dus 
p1(1-s) N(pl,n) = A(pl,n) + 
- ·1 
_L- l 
-ls+s 11 + :, > 
a=1 
1-1 p 
~-~-
l-1 
J) 
h ==1 
"' ,., 
( 1 ) (1-1\(1-s) ( 1-1 ) 
== A p ,n + J1 1 • N p ,n . 
Met behulp van volledige induc-'cic naar l tlijkt dus de juisthf'id van 
deze stelling. 
Thans is ans problE;em dm: ter-uggsbr-acht tot het onderzoek van h.et 
aantal oplossingen van de congruentie 
h 1 k + .•• + h 8 k ~ n (mod p1 ). 
Met de grote priemgetallen kunnen we nu het reeel zijn van de factoren 
... iV 
van J vaststaat ( gevolg van stelling 18) reeds heel eenvoudig afrekenen ., 
Stelling 19. Voor s> 2k is 
:">;J 
~ h 
L_ A(p ,n)) 1 
h=O 
s 1--
- cc(k,s)p k 
0 
Bewijs. Uit stelling 14 volgt 
c-?J 
; 1 - .L 
h=1 
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i' A'irLMATISCH CLNTRUM, 
2de :Eoerhaavestr. 49, 
A m s t e r d a m ( 0) 
Colloquium 
G-\~TALLJ.:;NTHEORII! 
o.l.v. Prof.Dr s.r. van Veen. 
e 9 Voordracht, 27 Februari 1952. 
De stelling van Vinogradow over het probleem van Waring III. 
Spreker: Dr W. Verdenius 
We gaan nu stellingen afleiden over het aantal oplossingen N(p1 ,n) 
bedoeld in stelling 18. Het geval p=2 moet ook nu afzonderlijk behan-
deld warden. 
Stelling 20. Zij p) 2, s ~2k, k = p\:0 , pt k0 • Dan bezit de congru-
entie s-1 
'Z: xhk _ n(mod p t+1 ) 
h=1 
minstens een oplossing (x1 , ••• ,x8 _ 1 ). 
Be0.vijs. Het geval n-= 0(rnod pt+1 ) is triviaal: xh = 0(h=1,. •• ,s-1) voJ.-
~ · r t+~ 
c.o· --: • ~ e n.:3mo:::1 nu verderop nan d~1-t n ·4 O(r..cd p 1 ). 
We verdelen de getallen 1 ,2, •.• 1pt+1_, in klassen, waarbij we twee 
gEit'illen n 1 en n2 in d';zelfde klasse o:pnemen (n1 {\) n2 ) als er een x te 
vinden is, zodat geldt 
(:), .. , , • , xkn1 ~ n 2 (mod p t+1 ) en p f x. 
Dit begrip geeft inderdaad een klasseindeling: 
1) ~1 ,,..\, n, want aan xkn-=. n, p i'· x voldoet x=1. 
2) T.~i t n 1 .~.> 112 volgt het bestaan van een :x met ( 1). Bij deze x is een :l 
t-c: vinden rnet xy = 1 (mod p t+1 ) 9 Jl t y. Nu is dus 
-= ( ) k _ k ( d t+ 1) ,, . , , n 1 -- xy n 2 = y n 2 mo p • lJUS 1s n2 .--v n1 • 
3) "'.Ji t n 1 /'"\_;• n2 en n2 rv n3 volgt het be 3taan van een x met ( 1) €:n een y 
.. ,_ .... k - ( t+1) t 
"'-' '-' Y n 2 = n3 mod p , p y. Ilus geldt 
( ) k - k - ( d t+ 1 ) f' y xy n 1 ::;::::::. y n2 -:= n3 mo p , , p . X' • 
Dus is n 1rv n 3 • 
We willen nu het aantal van deze klassen benalen. \'ie merken eerst 
::ip, dat alle element en van dezelfde ldasse evenveel factoren .P "bevat-t.an .. 
Di t blijkt ui t ( 1) orndat geen der te beschom1·en clcmcnten mi;;,:er dan t 
factoren p bevat. Ws tellen eerst het aantal elementen van icder6 klasse. 
Zij n1 een getal uit het systeern (1 , ••• ,pt+1-1) dat juist d fa•to-
'.·ci: fl b .;vat. W c vragen nu naar het aantal gGtallcn n2 ui t di t systei:::m 
lat ook juist de factor0n :p bevat en waarvoor { 1) eon oplossing x bezi t. 
3tel n 1 = n1 pd en n2'== n2pd. We mogt:n nu bvengoed h0t aantal g.;;tallen ~ 
)c::~1sn, not 1~ 112 ~~ pt+1-d-1 en waaroij een x te v:i.nden is; zodat 
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'"'. . . . t. t 1 d t+ 1-d 
~lJ nu g pr1m1 ieve wore mo p . Stel 
m1 m2 t 1 
x -s?.gY, n1 = g en n2 = g (mod p + -d). 
We mogen dus ook nagaan hooveel getallcn m2 er zijn met 
0 z m2 .::(' y ( pt+ 1 - d) = p t-d ( p-1 ) 
en waarbij een y te vinden is 9 zodat 
t d ky + m1 = m2 (mod p - (p-1)). 
Dit laatste is vervuld als m2 in een bepaalde restklasse mod (k,pt-d(p-1)) 
ligt. Het gezochts aantal is dus 
pt-d(p-1) :p-1 
(k,pt-d(p-i)) (k0 ,p-1) 
0 d d 11 1 t+\11 1 b . . t-d( ) n er e geta en , •.• 9 p - evinden zich p p-1 getallen 
die juist d factoren p bevatten. Het aantal klassen vmarvan de elementen 
juist d factoren p bevatten is dus pt-d(k0 ,p-1). Het totale aantal klas-
ss:c r is dus 
t t-d _ P t+1 _1 t+1 
r = L p (k01 p-1 )=(k01 p-1)·p-i < ~p- k 0 = 
d=O 
p ,' 3 ,, 
= p- i k ~- 2 k <._ 2k. 
Zij nu v(n) het kleinste getal v, waarvoor 
.;)!. k t+ 1 
L- xh ;;:- n(mod p ) 
h=1 
ten minste een oplos sing ( x 1 , ••• 9 xv) bezi t. Als n1 rv n2 is voor geschiktG 
keuze van x de relatie (1) vervuld, dus volgt uit het bestaan van een 
oplossing van 
m . 
-.::;- k ·- ( d t+1 ) d t k 
._::__ ¾ == n 1 mo p a oo 
h=1 
m k _ ( t+1) >-__ xh :::::- n2 mod p 
h=1 
een oplossing bezit en omgekeerd. v(n) hangt dus alleen van de klasse 
af, waarin n ligt. v(n) neemt dus hoogstens 2k-1 verschillende waarden 
aan. 
Uit v(1) = 1 en v(n+1) <v(n)+1 volgt dus dat 
/ t+1 
v(n) ~ 2k-1 voor 1 ~ n -{- p -1. 
Hieruit volgt de stolling. 
Stelling 21. Zij p > 2, k = ptko~P 1 k0 ,1 >,t+1t a::: 1(mod pt+1). Dan is 
er 8en x met xk = a(mod p1 ). 
Bewijs: Stel g is primi tieve wortel mod pu voor iedere u > 0, (1Iet bestar·1 
hiervan blijkt ui t het bE::,wijs van stelling 4 op pag. 4). Omdat 
a =::: 1 (mod p t+i) is pt a. Stcl a ~ g 2 (mod p1 ). Dus is zeker 
gz-::_ 1(mod pt+1), dus z :=:.o(mod pt(p-1)). 
De congruentie z -=..vk(p-1)(mod p1- 1 (p-1)) zal nu een oplossing 
v en dus oak een oplossing v >, 0 bezi tten, omdat 
(k(p-1), :Pl-1(p-1))= pt(p-1). 
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:Dus zal g8lden g 2 :::: (gv(p-1) )k (mod 1/) 9 
zoc1o. t x = gv ( P-1 ) gekozen kan word en. 
Ste:lling 22. Zij P > 29 s? 2k, k = ptk0 , Pt k 0 • Voor l)t+1 is het 
aantal incongruente oplossingen (x1 , ••• ,x) van s 
s ~ k ( d pl) 
.c:-- xh -:=- n mo 
h==1 
ten minste :i/1-t-1)(s-1). 
Bewijs: De congruentie 
s ~ xhk :::: n-1 (mod p t+1 ) 
h=2 
bezit volgens stelling 
r(l-t-,)(s-1 ) systemen 
20 ten minste ~~n oplossing. ~r zijn dus z 
(x2 ,.,. 1 xs), die voldoen aan 
(modpt+1 ) enl~xh~p1 (h=2, ••. ,s). 
Volgens st~lling 21 kunnen we bij ieder dergelijk systeem (x2 , ... ,x6 
bet getal x1 zo bepalen, dat 
k ~ k 1 
x1 _ n - 2:_ xh (mod p ) • 
h=2 
De; aldus verkregen systemen ( x1 , ••• , x8 ) voldoen aan de gegeven congruenti.,=: 
Stelling 23. Zij k = 2tko~ ko oneven, 1.;, t+2 en a=.:::"1(mod 2t+2). 
is er een x met xk= a(mod 21 ). 
Be,r.?i j s. a __ 1 (mod 4) • Dus is de: congruentie a =- 5z (mod 21) oplosbaar 
naar z. (Stelling 6 pag. 6) Hisrvoor is dus ook 
1 ~· 5z(mod 2t+2). 
Omd2t Z=O hic:raan voldoet is z ~ O(mod 2 t;) ( Stelling 6 rag. 6). 
Omdat (k,2 1- 2 ) = 2t is de congruentie 
( 1-2) z .=:: vk mod 2 
oplosbaar naar v en dus is er ook een oplossing v~ O. Dan is 
( 5v)k = 5vk-:: 5z _ a( 21), 
want aan 52 = a ~mod 21 ) voldoen alle z van een be~aalde restklasse 
0 21-2( ) moa stelling 6 pag. 6 • 
Stelling 24. Zi j s )_.,, 4k ~ k == 2 tko, ko oneven. Voor 1 >/ t+2 is het 
incongruonte oplossingen (x1 ,. ,, 1 x 8 ) van 
-,f- X k ( 1) L..... n mod 2 
h=1 h · 
t1::nminste 2(l-t-2 )(s-1 ) 
,, · · t+2) .,..., '? t+2 1 ~ Ak 1 ( s ~ 
~n J ~ g Ste 1 n-1 = m (mod 2 en O ~ m ~ ._ - ~ , - -..::. ~ ' • 
)mdat 
ok ;:::::. n-1 (mod 2 t+2) , 
-
:::ezit 
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ten minste een oplossing (x2 , •.. ,x6 ). 
Er zijn dus minstens z(l-t-2}(s-t) systemen (x2 , ••• ,x6 ), die vol-
~ xh ~ 21{h = 2, ••. ,s). VolgenJ r1oen-aan n - ~ k ( t+2) L- xh = 1 mod 2 en 1 
h=2 
stelling 23 kunnen we bij elk dergelijk systeem (x2 , ••• ,x8 ) een x1 be-
palen met k _ s k 1 
x1 = n - 2 ~ (mod z ) • h=2 
Alle aldus verkregen systemen (x1 , ••• ,x8 ) voldoen aan de gegeven con-
gruentie. 
Stelling 25. ~ij s ~ 4k, k = ptko, pt ko· Dan is 
00 
L A(plyn),) p(1-s)(t+2) 
h=O 
Bewijs: Zij 1 ? t+2. V0lgens stelling 18 is 
00 
~ A( h ) 1(1-s) N( 1 ) L.. p ,n = p p ,n, 
h=O 
waarin N(p1 ,n) het aantal incongruente oplossingen is van 
~ k_ 1 
L- xh :::::. n(mod p ) • 
h=1 
Met b ehulp van stelling 22 ( p > 2) en 24 ( p = 2) blijkt hierui t dat 
i, A(ph,n) ~ Pl(1-s)+(l-t-2)(s-1) = P(1-s)(t+2). 
h=O 
Hieruit volgt de bewering. 
( Opm.: Dat we voor p > 2 scherpere grenzen tot onze beschikking hel,ben 
is voor ans doel van geen belang.) 
Stelling 26. Voor s ~ 4k is ~~(ntk,s)~ c4tJ,sJ • 
Bewijs: Met behulp van stelling 19 blijkt 
,-:>O 1 s 
- c6 1 
-~ A(p1 ,n) > 1 - 0 6:p k > 1 - J ) 1 - ~ 
h=O P P 
1 > t 11 . 17 en 25 geeft d1't asp c6 is. In verband mets e ing 
6 ( n) ~ TT P ( 1-s) ( t+2) TT ( 1 - """"2"p1 ) ~ ~ 4 ' 
p ~c6 p > c6 
wegens de convergantie van dit laatste product. 
I/IATHJ]IAPISCH CENTRUM, 
2de Boerha~vestr. 49, 
;, M S T E l D A M - 0. 
Colloquium 
GET AL L_E N_T HE OR IE 
0.1.v. J?rof. Dr S.C. van Veen 
11 8 Voordracht, 12 Maart 1952. 
2-~--.J?_telling van. Vinog3?ad_~,a over het J?_r~9bleem van ·7a~ing IV 
S:preker: Dr :r. Verdenius. 
i. ~ 4. Voorbereidende stellinP-en. J . In-~ez-; § geven ~;-~- ~~~::1-~-stellingen, die in het analytische deel 
· van het berv'ijs gebruikt zul1.en 1.aorden. 
Van fundamenteel belang is hierbij de Fare_yverdeling van het io.t.erva 
(0,1). 
llefini tie 5. Onder de Fareyrij F van de orde n(n > 1) ver·staan we de 
-- n -
stijgende rij van onvereenvoudigbare breuken a met q 
{) <.. ~ ,(_ 1 en q < n • 
1u.s ~ behoort tot F11 , als O < a~ g < n en (a,q) = 1. Zo is F5 de rij 
1 1 1 2 1 2 2 3 4 1 
1' 5, 4' 3' 5' 2' 5' J' 4 ~ 5' -:r· 
.Alles wat we nodig hebben omtrent F nemen we op in de volgende 
,stelling: a a' n 
1 Stel~_inJ;!;_ 27. Als q en q' tne··: opeenvolgende breuken zijn van F11 , is 
a I q - aq ' = 1 en q + q 1 ) no 
1:Jewijs: Omdat (a, q) = 1, is de vergelijking 
qx - ay = 1 
oplosbaar in gehele getallen x en y. Als (x 0 , y0 ) een oJlossing is, dan 
irrnrden alle oplossingen gegeven door (x 0 + ha, y O + hq_) 1 Ha,'.rbij h geheel 
is. .1 e l'.!e1Hlen h zo, dat n - c1 ( y O + hq ( n. hebben nu een oplossing 
(x, y) aekregen met 
(x,y)::: 1, O< r: - q ('_y .s:_n. 
Tie breuk ~ behoort dus tot y 
~ = §. ) a 
y q + qy q' 
11:omt x na ~ in F. Als he~ y q n 11iet 
X a' xa 1 - av 1 \. _1 __ 
- ~ - ' ;;_ / y - q1 - yq' 
·erwijl 
t 
X "-i S ./ y ,, q en s 
a 1 a a'q - aq 1 ) 1 qi - g_. = qq_ l q_q t • 
Eie::ui t volgt 
i.__x_§.)-1 +.___L· y_+q'> n > 1 
yq - y q -- yq qq_' = yqqf / yqqi - yq' 
X a 1 hetgeen onmogelijk is. Dus is~= --~11 zodat a'q - aq' = 1. y q 
Uit de ongelijkheid vm:-:.rmee y vastgelegd is, volgt nu q + q' ) n. 
In het analytische deel van het bewijs treden verschillende groot-
hec1en op l die we nu in het kort sam.envatten. V'!e st ell en l'T is geheel l 6 
en P = Nk. Op het interval O <: o<. .'.S:_ 1 markeren we nu alle Fare_ybreuken 
pk-·!. 1? e brengen vervolgens de median ten van met noemer 
gende breuken 
27 is dus 
en evenzo 
a a' a+ q 
aan 9 dus tussen en-, noteren we , ,. q q a +q 
a + a' *-- aq' a q I = q q +-q'J- = q + q 
a' a+ a' 
q1-q+qj= q I ( q 
1 
+ q_') 
r 
> 1 pk-·.f 
1 2q 
q(q g_ I ) + l < 1 . ~: q p -2' 
tvvee opeenvol-
Volgens stelling 
[ ~ 2q' ;k-~" 
l ( -q-, -;c...k----½ 0 
::7e veschui ven nu het interval van 0 tot de eerste mediante (V) over 
de eenheid naar rechts. ·.·.1e laten nu de Fare~y:breuken weg en beschouwen 
C;. 
alleen de median ten. Door deze :mnten wordt het interval l~ < o<. <:::... 1 + 1, 
in deelintervallen verdeeld, die de gedaante 
Zeker is dus 
\Pl = lo(- ~, < q 1 . / _j__ k . ' 2· P -·s - q 
hebben, waarin ge:1d.t 
1 
De deelintervallen met 1 S. q, < P2 noemen we M ( fl~_fajor arcs 11 ) • en die 
~~ k 1-_ 
met P 2 < g_ <'.. P - 2 duiden we aan met m ( "Minor arcs •i). 
·.re voeren verder voor ieder natuurlijk getal 1 de verzameling H1 
in bestaande uit de verzameling der natuurlijke getallen z~ die te 
schrijven zijn als 
z = r x~ met xh ) 0 
h=1 
(h = 1, •.• ,1). 
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element en van E1 , die < Q zi jn, noemen we ( Q). 
ors nemen we voorta~n 4k; voor 1 zullen we late1 een 
h:::em:e C:.oen 1 afhankelij l;: van J:::. 
definiijren verder 
~--
, .. (' ,../ ' rp ( . k ~- ) / ( k ) L v-- 1 = "'" (?', 9 , 1,: ::: ,,__ C X -~ 1 
1<.x<? 
iI( o() ;1 ( ' 9 k 9 l,N) ~ 0 ( U;::x_ ) ' :::: "l C1' = u--~ :;ai::,k 
- "•.L 
u in Hl 
------·~--.~ 
" 
·--...... 
k S(~ ) S(cx ,k,l,N) / ____ / e(y u:x). = = 1 / 
~;;;k=--~-
1~ y5_?2k u_-:;r ,. 
u in Hl 
We geven nu een korte schets van het bewijs. 
Eet aantal oplossingen in gehele getallen x1, ••. ,x , s 
o voldoen aan 
in H1 
u 3 in H1 
is :gelijlc aan 
.. 
.:.' ),-.p:,;: 
ul -- "" 1 -
, k--\ U , " -P. . ,_ 
l <-__ •• -
..)-
(h -- 1, ••• ,s) 
(h = 1,2) 
schikte 
leic1en ~u eerst een onder_grens G:tr af voor Re L J - en dac.0 rna een bovell-
1h 
veor . (Re L __ _ / ( 
I ill 1il 1 
Deze grenzen bepalen we zo scherp, da~ 
voor geschikt gekozen 1 en volc1oend grote H geldt 
= Re > _ ( + Re 
M ln 
stelJ.ing van ;::_ilbe:r·-c is hiermee dan bewezen. Tevens vinden we 
(zie § 1) G(k) ~ s + 31. Tieze laatste ongelijkheid zal de stclling van 
nou~ac1ow 01Jleveren. 
de ondergrens G111 te bereiken) malrnn we behalve van de stel1ingen 
13, 1 °t en 26 gebruik van de volgende stellimgi 
• Zij T 1 -<: T 0. Voor r., <: T < T) zij O <. I:'( 7) c:::: B, 
~--·--"-,.::.-:..::. - c. I - ,:;_ 
<- C en O <: F ,I ( T ). 
is 
/ 1 \ \, ' ) 
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1 en derhalve 
f () - I ._ • TI I \ ~--: e il! (' 1 d ii <( 1 ( 4 ( 1 
l I 
+ C + BC). 
C~,1 de bovengrens G te bereiken> bewijzen we de volgende drie ltl:pste' 
m 
lin;:::·e:::. Alle _,n stelling 31 zullen we la teJ? gebrui1cen. . 
.&:_l_lin1;{~ St.al q) 1, (a,c.1) == 1, o( en O reoel~ Io( - ~ /< -~2 • i-Iet \ ~\ 
wordt voor reele (3 de afstand van f tot l1&t na.astbijgelegen gehele J!;.f::-
tal bedo~ld .. ?"lin (q, *) stellen i;rn gelijk aan q. 
u 
•. : ..... : ~...., ___ _ 
< 8 q loc; 1 • 
\ ,y -
" 
rn.i// ~ 
•-.•1·-.. -. ·• CJ i _;,. 2 ,1 ' 
C ✓-- x < :J 
- - J 
E~.x·J= 
'; 
01( V _ !·}_\_ . .J... I·· a,\< "1 I 1 x, i.,.)'-. - ~; ·- + Cl 
I , } ' • q 2q 
. . m + a::.: + (-j ( ~=) . t '\ Cc ( ) '! / 3 :::od,tt a + ().•.X :: •·--•-··•- ·-~1-·· - -~· liiO r. X \. -2. 
/~ ho~ft de ~~riod6 1; 02dat (a,q) = 1, doorloopt 2 + ax oen vol-
' lc:d:ig rost:::,ystc:.um mod q. I\1.s l:unnen we 
( y + ,./ xjl = [ JL( x) + ~.L~J l 
10 l q_ J 
st.::}.l(,n, WL-Ltrin y(x) voor x = O, ..• , q-1 dGJ getr.llen O, .... ,. q-1 in 
aen ~c~ere volgorde doorloopt. 
redeneren nu als volGt 
c,-1 1 ~ 
...,'--··· Viin ( q c) < / 
x;Q t )iJ + CX X J -- "x I (I + i 
die vmarden van x ncmen, wa. rvoor X ..... (X x clicht 'bi,j (j 
2~~ geheJl getal ligt en in 2_ 2 de overigs Y.'aarden v;;;~n x. Voor ons 
" de-el is hot voldoende om /.._ ') uit te strek'cen oyer die: x, v;asv0-0r 
; '") \ 
't, ~ .. . . 
c:. 
3 ~ y(x) .S. q - 3. 
C:: t e 1:Jereiken; da t di t voorkomt, n~:.:men we voorlopig aan q f,__6. ·1e 
Ft·:· ,;:J:l:en dus L 1 sL.:ch ts ui t over 5 wa:"rden van x, zoddt ;;r __ 1 q - 5q • 
1<1'1"-,..-:'l--·.,. 
,\_,. 
de x raet (2) geldt 
,r_(.x_ \ , ) 
~· ,,c<'..y(x, 
0::. ........ 
•'-
~ , ( ) + t1 (x), ~ y('x'I; + .::2~ C q - L-:..?,1£2 .. 2 <,_y::.{ ri - ;_: , 
. .,_{ 
:.1......-:' 
1 ) + -~-~---r-:::::i • q - y,x; 
> 1 
~.'.···:·- ? T·.?~·-+·-;;_ 7 
·- ( .._, j 
( 2q ?_ 
y=3 
Se.rJ.cl·. ;::,), .. f:t di t 
+ 4) c: log q (. 8q log q. 
- 4.~ -
.-ltE:,.1)-J_n.::;.__3_0...'.'_ Stel b - o. ~ .-. ,,> 'i I ( ., , :J = 1, ,-:;,/. re eel en) c)( - -~;- ) C: -1 · 
b . q 
].Jan is ~ ~- 1in (q, {.x:\) ( 16 (b-E-) 10 6 q. 
Z=O.+ 1 1.. 
Bc.:.:.i_i_s_: 0 -,cc,;_ d0len ck ge~rnle getallen a+1, •.• , b in de vol[_,onc1e zroe-
+ hq + 1 9 " •• t 2 + (h+1)q 
l b-,l-l 1 y b. D. + L··q- q + ... ' 
(h = oy ••• , [b~a] - 1) 
J.)\.: tc b~sch01.;.wen som valt nu uiteen in [b-a -· b-a 1 --] of [ -- + 1 deelsommen q . q J ' 
wa rvan de la_:.i.tste hoogstens eelijk en de overigen gelijk a2..n een som 
in de zin van stelling 29 zijn. Dus is 
~- / ( Lb-ai ✓-...-- <._ -- + 1) 8CJ, loJ q <( 16(b-a) log q. 
Z=a+1 CJ 
St0llin_.·-~ 31. ( Vinogradow) 
Dan i'.; ___ _ 
Stol z > q > 1, (a,q) = 1, o< re,;cl en\!>( - .§;.k· 1 
q -l 
) . e(xyo<:) \ 2 < 32 XYZ 
x,y I 
hierin wordt in J het getal x 
x,y 
~ ,1 en y over Y verschillcndc 
Bcwi_J~_;~ Voor reele /<- is ste.:. ds 
11:_ e(xp-)l<: q X=1 
en 2.ls f- niet geheel is y geldt 
log q; 
ui t ·;cr;trot:t over X natuurlijke getallen 
natuurlijko getallenS, Z. 
\
-9.. ( )I l eUA-) - _e(Lf(Q+JJl c:__\ 
~1 e )). x \ = ---r-'T--::.~ - . e {-i}'-) 
= 1 (_ 1_ i___-1_._. 
sinorr.1'-1 ; _ -#-11)/fa) f;t-,(_l 
Hie:;.:ui t volgt in verband met de ongelijkheid van Cauch_y:-SgJ~~ (y' door 
loopt Jezelfde waarden als yin het voorafgaande). 
> e(xyo< )1) 2 { X L L e(xy.:x) 12~ 
y Y. y 
~x-± -2:_ e(xyo-() 2 = X L f- e;(x(y-y' )o() ~ 
y)y' x=1 X=1 y 
">- . 1 ( x;,y' r-an (q, ·t o<._(y-y' )1 ). 
Stel nu y-y' = z, dan is 
-· [ z] + 1 ~ z ~- [z] - 1 
,m iedel'e z komt hoogstcns Y maal als y-y' voor. Omdat 
2 [ zJ - 1 ~ 2ci - 1 ) q 
kunnen vie stelling 30 toepassen bij dG som ,1atie over· z. Di t lcvert 
I - lzl:::.1. . 1 ,, L_ e(xyol) 2 L ;CT ;:- -- Hin (q~ (o<zl) L 3(. 1.'YZ log q. 
x, y - z=-LZf 1 't 
D f;.. IvI 
----
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.• Verdeniuc. 
Arcs ;i. 
de reeds op pag. 40 en 41 ingevoer~e notaties - de~e worden 
in het vervolg bi;j voortdurin::_; gebru.ikt - V(:legen v:e nog c1e 0.rolgende 
toe: 
Voor reele /2 stellen 1.1e 
U( p) = U( /5 ,'c,N) 
V( ~ ) = V( ,.; lr- I.r) ,~ f _,.. 1 ·.; t 
I , \ k ,, \ ., 
e,w .:.i.JcDJ. 
X 
1 : , 
;-;:"-1 
l\. e(x;:,). 
\Toor een natuurlijk getal n stell~n we 
-t:-:~·• 
' ,. ) ...... s,. D( n) - n( k n J\T) ·- / 
- -'- .... ' '_, -- / 
-,/ 1 
e(-n1,.v \ ) ' ,. , a F'. 
Voorlo9ig stellen we ans ten doel om a.""'r. te tonen, 
n(" 
I "'./ } \..) . 
N geldt 
/ 
i / 
! -'-.. :.:::· 
Verder- zal bli,jken, dat voor iN •f. n <- N ,geldt 
IJ ( n ) ·t ( n ) ) 
Voor voldoend grate N (d. dan 
dus 
een alleen van 
... et· '"l) Ci ·c.., < fT i.s 
( ) r, ( ' i ' 1 .,),. e -n ·"' r;i• (J- ) a,-,· ' --.----,.- ?· .t, 
• • J.. • ' ; -·' : / ,.., \ ~( ) 
'"'9 .,. ~ 
l'iiet behul::._.1 hiervan bep,:..len ,;;,c tenslotte een voor voldoend ,;rote N ge.1.-
dige bovengrens voor 
D ~- /,.. ( 1\T \ ms(' r-.. ' R2 ( •·V \ ,., ( ,.., \ a C . he ,.,___ / e -.v: 'v< ) 'J. V" ) • V, J ;:, '···'·. l ' • 
Om ( 3) te berei~er1, brengen we T( vi. ) eer':t in ve - b,md :,iet U( r), 
da:,.:'.-:>na pas met V( i.:). Dool" int·:gr·2.tie over- allE: :1ajo.r· c..: c:: ;::,Jl.Le.n we 
I 
1) De voordracht a. a. 12 r.:Iaa.rt 1·?52 is abusieveli:k evenr:Hms a.ls 11e 
voordracht aangekondigd. Dit noet zijn 10e voordrac~t. 
.... ,-, ... ,7 Oi•-1.· ,-• noa- n1· e-"- (3) 
~:t_,.,,_ .. .i~-'- __ , < ... --. ... b -~· Li vinden, 
sta.J.t door · ,:." 
q (~ \1 
.t de reeks f (n) voldoende sr:1.c?l conve1' 
I T ( ,: .. ) - o - 1 S ( §:.) U (, _, 
.L q 
a): / 
·- I 
.• , I . 
'·~ I 
a B~wij..§: Zij (/ = + 0 • e q_ 
,,, ( ---I ) 
~ \ ,, •. ( , , , k, r C ( T ;~+I') \ -· + _ ; , j 
Dit kan orndnt voor M gcldt q ~ ~. 
::::; rder is 
]? 
YL.EJ = .:L / e( wk 
q a / ..... 
.,I,,./·,) 
) C. (,..) --- e ( ( -,, q+r 
r 
I-Iier·ui t vol{st 
::o dzt t 
·r ( ,;1_) 
__g___ 
- ' 
- L-
r = 1 
- ,-::, - 1 S ( ~) U( ,.~·) :--= 
~ ti' I . 
a 1c ·--·-- ----·~· 
e ( - r' ) ('> . e ( ( t q " .. ---- - -- ·t,·· ·:~ r .. , .. .i.-J. 
-·., ·'. i; '·· ·--·-q ::;-_ (1 
j m( ) -1 S(a)l'( /~ )(( ~ I'\ --· .e( (t r,D< - q - , ;, 1'....::: /-•···1•L-···-.········----··· q , ' r=-.:: 1 r . P-r 
-- < t < ------q ' ~· q 
q -
,~-· 
Op de termen van de som L- in het rechterl i cJ,1. 
toe. \Ie kiezen r=1 
te \ 
...... 71 ( ,,... . \.k .1 1~,. , c 1, , .. q .... r,. t'I'-'+. 
I 
Voor 
27f 
'J / P'·( t· \ 
" ~ - . / ,,. 
·,re V:in::1.en C~US 
I 'l' ( O", J - Ci - 1 s ( §-.) U ( (3 ) k 
• J. q r l~ 
4 ( 1 T: +4 
op de M (major arc) i c' en 
is 
I. T(C\) - q- 1s(§:.)v(o< - 9-.)/< C11(k)q .• q Cl , 
Oi·1da t I S ( §-_) 1\ s:_ a , ln:mnen ·:.rm op 
-- l er"~ 
van 
te tonen (0 =:< - ~) 
I . .J,., 
t-
32 s-taan 
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Di t blijkt c:ldus 
\ u( ~ )-v( r~ )\ =It 
I l l."\. 
1 
e 
4 
; (1 ' - 1 k X 
x~:.: 
1 1 
/ _1_ ! ~ k1 d 
~ k '0 , 
. ' 
.,\ + + 
,.J\T 1 ~ 
: 1 / k: I + , ·-- ,I ,f . e ( /, \ l 
. 1 I\ ::J ' i i i CJ, 
~ 
i -1r-, 
X 
1 
C :: x:-~ e + 
1 I I 
+ -I•,' ( :\ I 
I / \ - l kj: • 
. I 
(; 
1 
+ 1 \i ') ?k (_ 
~- I I 
71 /3 ,:::( 
i 
\ a 
, .. _ I 
t{ 
+ e ( 
rN 1 , 
11 1 11• ! \1:c- 1 
+ .,k I .1~, I JI I\ . d 
. 1 
' 
+ di 
1 
+ F-1,, I rlc / ,... /1., 1 
· ' I:· ,} 1 'i "-- ,_, 1 2 \ ; .. ,,-" ® 
Inet bi<.~ 
-s 3s( a )•.-s( Q ~ -• I' 'v' -
i CJ. V'\ 
k-1 
u--·- V ::: I "' s I I ) I S- '1 S-2 :U-V I u + u V + s-1 I . ,,. k' c:,l,i" • ft ., 1- \I ~" "'"' ! i,,/4.- ,; 
I 
" volgt 
-1 ~(a)u( {), 1 0 ci, v /:_j ) 
Volgens stelling 33 is dus 
( 4) 
l'T 1 N ""1 ~ -!.._1 / -;--1 
\V( n ) / < 1 \ xk · ( J. 11 !'I K p ~ k /.._. I{ 
I -..;:: ., X= I . , 1 
Oinda t 
volgt uit stellin__g_lJ. 1 
( 5 ) \ q - 1 S ( ! ) V ( /~ ) l (. c 3 (le) c1 ~ii F • 
Uit stelling 33 volgt dus 
l , )\ ✓ 1 (· \ -1 ( V( ·} 'I -1 8 (a'q•r -·d / (' T \ i.;;,, ~ T v\ ) - q ~ S rs /3 , i 1 + q ,_ :,~ .' , \ f::. ; j ~ C 11 K 
' I "i ·-:> 'i '-: 
Op M ~ ' 2 -fc' ... , \ ~- -}[ 1s P ) q 1 dus q J: ; q ) q, zoaa t 
( 6) - \ 1.r (v.) \ <_ ( c 11 ( k) + c~(k))q_ 
.., 
Ui t ( 4) , ( 5) en ( 6) vo nu 
I Ts(cxJ - q-sss(~) s-1 1-~--r, ) k ps-1 .. ,- \ ;{ q !? 
X 
d 
a 
1 
) J ) • 
i 
1 
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Stellin_g 35. Voor iedere ~: 
,setal n geldt 
Bewij_s: Uit de definities(p ... to en 45) bli:kt 
c,_ 
?1 
( 7 ) l (. e ( -n /3 ) V8 ( ('> ) c1 :G - D ( n ) '1· t..... J! 1\ '.' ~1( ,3 ) I r} . ~ + h,11 I 1 1 ~ i I I. 
- -2 
Om dit te benutten, bepalen v1r;; een boven:;rens 
0 < \ r~i ~~}. ;·_'e merken ePrst even opj da.t (a~ 
b 
voor IV( 
b) 
) l , \marbij 
j / e( (; x)j = /e((, ci) e( s C r~DJ--111,,, 2 ( __ ?__ _ -1... e,/=-1-1 ~ si11 T1· if I ~ ~¼ 7flpl - 1 pl. x=a · , 
\7e schrijven nu Q 1 
--1 
V( (3 ) = 1( L xk 
N 
~
+ ✓-::__ 
I k X=1 
e( ,6 x) 
! X=Q+1 
waarin Q een straks te kiezen n3.tuurlijk getal <'... N is. c::-..., 
Voor L 1 be:palen we een bovengrens als volgt 
.- _Q__ l...1 IQ 1_1 1 I ) / ( .'\ xk / 1 ' .'). k d >, = kQk. 
---· 1 .::;:; £.__ "- k, /) 
X=1 ,IQ 
2 2 gaan we :partieel sommeren (Abel). '':'ordt S(C~) = 0 en voor Q+1 ~~ x/ 
- ' X 
( N gesteld S(x) = ?-=~ e( (3 h), dan is 
-1L h=0+1 r 
\) 2\ = L xJ-\ S(x)-S(x-1)) 1· ='.:~ ~~ 
x=Q+1 x=Q+1 
1 N==1 1 
--1 ~ --1 l 
xk S ( x) -~ ( x + 1 ) lr S ( x F 
x=Q 
l~-:1. 1-1 J __ I 1-1 I = / (xk -(x+1)k )S(x) + Nk S(N) f: 
x==Q+-1 1 1 1 ~ J.._..1 
1 ~-1- k- 1 1c- 1 1 k° 1 / 1 (Q+ 1)k / L (x -(x+1) ) + - N , --~ 1r1 x=0+1 l~I I (2i\ 
. I . I ic 1 . )i}-1 . Derhalve 1.s V( f3) < Q 1+ \(.)\ (Q+1 • Kiezer, we dan 
vinden we\ V( r)l< 2//!'lk· 
van (7) Gebruik makende en de op p. 4e, genoemae grenzen voor 
~ 1 en ~ 2 krijgen we 
\ 11 e(-n f )V8 ( fl a f - D(n)\~ 2 
-4 d f ( c1/k)q3p3k-1-;s- ( c17(k)qP3k-½. 
I 
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Stelling J.6. Voor ieder na tuurlijk getal n is 
\ L f. e(-no< )T 8 (<l,) ~ D(k,n) > ~ A(q,n)I ( c 18 (k)P3k~½. M M q ~ \/ p 
') 
Bewi,i s~ De lengte van iedere r is .( · pk.:. _t • 0:9 iedere M is vol,:;ens ntel-
..__ -2 
-- q 3 ( , a ·) ling 4 ex = q + /:;; 
I 
\ e(-n o< )T8 ('-") 
Dus is voor iedere M 
-s 3s(a. ) ( an) ( f.s )'Is( .,. )j < (k) -21Ak-1 
_ q q. e - q e -n 1 1j c 15 q • • 
I ( e(-nv:)T 8 (cx')dv--)r,1f 
< c19 ( k) q-3p3k-½. 
Uit s~llin_g 1_,3 en 35 volgt nu, dnt vocr iedere M geldt 
\. ( e(-n()I) Ts (vJ ac, -h-1 
( c19(k)q-3p3k-i + 
( ) -3p3k-½ 
= c20 k q • 
Somnmtie over M geeft ( ver,:;. 1), • 32) 
MAT·HTII.,'\TI SCH C"CNTRU1\I, 
2de Boerhaavestr. 49, 
.1. l't :3 1.r :C R D A M - 0 • 
~/"\ 
.. .,,/\.,,' -
Colloquiur., 
G E T "~ L 1 ~- N T l: I', 0. R I E 
o.l.v. ?I'Of. J)r 3.C. ·va.11 'lleer1 
12e Voordrccht, 9 April 1952 
pe st e 11_ in,_g_ __ yaJ)_~\T-~_n.cJ_-;_r~c.t·g_s~yL_:'J_yer he_t. _:pr o_Q..1 e e1A .Y~.~1.. ,·:arinu, VI 
Spreker: Dr ·,.. Verdeniuc. 
Om stelling 36 te la1.rmen l)enutten, rnoeten we cerst di~ functie 
D(k,n,N) nader onderzoeken. 
StellinJI..31· I Voor iede1· natuurlijk t'.~etcil n gcldt 
II Voor 
)Jewijs: ·re brengen er:,1st D(J.~,n) 
+-l 
( .0 
D(k,n) ==j 1 e(-n~)V8 ( 1~) o/3 == 
-;J ' I I 
cer, andere gedaa.nt1;: 
([',) 
r/. l" J" Q · ( '·T ) 1., .· • 1 ,_, == min n, 1, • J_,i J c,(: i,omr:iatie in (8) is = n. Ten 
minste een der x 1. voldoet du::.i 'J."'n x ~ E ) _Q cu. i1-*"o~s· Alle xi voldoen aan 
x. -S:. n. Omdat ook x . .tC. Nu; 
l~ l::::;; 
(8) is dus 
D(k,n) ~ 1 8 
ti: 
waarmede I bev1ezen is. 
due x. < Q. 1 :,::::_ Op grond van de symmetrie van 
' \ ~ 
-- C tk1lf--' 21 .• '· 
Vear het bewijs van II r1erken we or,, dat voor n < N uit f8) volgt 
1) De grenzen ¼N en N zi jn slech ts in verband ;r1et de toepassing aldus 
gekozen en zijn niet de uiterste grenzen. 
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- ·--· . - ·- -···-· --- .L 1 
D ( k , n) = --1s- ) ______ ... ____ ..... ___ ( x 1 ••• x 8 ) k 1 ) 
k x 1+ ••. +x,_,=n 
X.) 0 "'1 
1 
Orndat voor posi tieve getallen het meetkundig gemiddelde niet gro-
ter is dan het rekenkundig gemiddelde, is 
D(k,n)4 1 ,-···--- --- . - ·-· 1 s ( ~ -1 ) s L --- - ( c ( x 1 + • • • +x s) ) 
k x 1+ ••• +x =n 
X.)'08 
l 
s-1 
Omdat n ~ s en ~¾N is dus 
,_,. 1/ 
Stellin_g_ ,38. Voor ieder natturlij:c getal n is 
~ /' .. .\ 3k-½ 
)L- / e(-mx)Ts(o<) - D(k,n) f (k,n}, < c25 (k)P . 
"T .IM I 
:Bewijs: In stelling 36 bewezen we voor ieder natuurlijk getal n 
(9) ( ) ~ ( )I ( ) 3k-½ D k, n ,/ __ ·v· _ A q , n ( c 18 k P • 
q <: p I 
We moeten di t resultaat ru ro veranderen, 
ro 
dat L...--=- A( q,n) vervangen W'-rdt 
q<V-P 
door r- (k,n) = T~ A(q,n). Uit I':...t_elling 14. 
q=1 
volgt 
1-~ If (n) - ~<.~1' A( ~,n/ f c 5 (k) ?) VP q k ~ ~--··-·· -3 / c 5 (k) ✓::.----. q '" 
·, 1/p '--q I';.,..· .. 
-~. 
1 < c 2 6 ( k) p-1 < c 2 6 ( k) p-1d • 
In verband met stelling 37 I vinden we dus 
( 10) I D(k,n) )~--~---·:.:. A(q,n) - D(k,n).~)t (l{,n)j < c 21 (k)c26 (k)P3k-½. 
q .c._ v P 
Ui t ( 9) en ( 10) volgt de bewering • 
.§.._t~~_lin_g_ 39. Veor N ), c 27 (k) en iedere n met ¾N ~ n <:. N is 
ReL~- f e(-no<.) 1r 8 (!>\)dC<-) 1 p3k. 
M M 0 2s{k) 
.................... -----------
1) Als dus n <. N mogen v1e schrijven D(k,n) i.p.v. D(k,n 1 N). Daarom is 
reeds in het voorafgaande de afhankelijkheid van N niet steeds uit-
drukkelijk vermeld. 
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;Iie_yij_~-= Volgens stelling 37 is D(k, n) re eel en volgen<::; -~-'t~_liE.,g_26 is 
}L(k,n) reijel. Uit stelling 38 volgt nu dat voor iedere n geldt 
11 Re~- r· L e(--n'X)'I.18 ('.'.°")d:;,: - l)(k,n)~(k,n) 1!< c2~(k}P3k-t I if--rrr ·-~ 
en dus oak 
Re L _ ( 
"M .JM 
; j~k J 
Tl ( \ , \ ·· '. . / 1,- ) ( 1 \ P ' - i,;:' 
·'-' . .c ' L l , , \ "' :, n , ·- c 2 5 ,c .J • 
In verband met stell:i,J}.J;_ __ ,2£ en 37 II zien we da t voor N" $ 4s en ¼N, n < 
<N geldt 
als bovendien VP ) 2C-v-,(k) 
..,v 
N) c27 (k) is 
~-- ( 
Re L .. ;·· 
M :;: 
waarin R I en S' het n.a~tal termen van R(.X) resp. S(o<) voorstellen. 
]3ewij_~: ~7e begim~en met o~) tf.? 1:.10r.ten (ver~. :P• 41) 
waarin u 1 en 
y, u van S (ex) 
u,.,, de :R 1 ,:,r:< c.l} en u van 
c:.. 
doorlo,en. Jtollen ~A 
R(",) en y 1 ,u3 de~'.' 
..) 
{l;etallenparen 
dan geldt vo or ieder .::~rst ce 1 u 1 , u 2 , y v n 3 wa .rover ge30!!4i1eerd wordt 
C k .. t N 
-r-J ) n " .,_r .l:r,r JN - J.p.:n -:2 
h • ~ i~ - •., . - .._ ·l.-- '· ~ 4 • 
Is dus N > c?'7(1{), dan is vcl:__.e::s r::t:r.;,lling 39 
'--- I 
" y··- ,r lle . ____ _ 
I:I I }\1 
MATHEMATISCH tENTRUM, 
2de Boerhaavestr. 49, 
Amsterdam o. 
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Colloquium 
G E T A L L E N T H E O R I E 
0.1.v. Prof. Dr s.c. van Veen 
13e Voordracht, 28 Mei 1952 
De stelling van Vinogr-adow over het Erobleem van Warins VII 
Spreker: Dr W. Verdenius. 
g 6. De "Minor Arcs 11 • 
In deze paragraaf wordt de stelling van Vinogradow (atelling 31) 
toegepast. 
Stelling 41. Op iedere mis 
k .1 i S ( o< ) l < c 31 ( k) p"2" - 4 V S ' log P' 
waarin S' het aantal termen van S(o() voorstelt. 
Bewijs: Stel m behoort bij de Fareybreuk ~. Dan is dus q 
\ ()( - aq\ ~ ~41 , (a,q_) = 1 en p½ (_ q ~ pk-½. ~ ~ 1 
In de som die S( 0() defi2ieert, doorloopt yk juist [ P'2K]verschil-
lende natuurlijke getallen ~ P 2 , die dus alle ~ q zijn. Verder wordt 
u ui tgestrekt over S ' [ p½kJ-1 verschillende natuurlijke gatallen .C. ¼Pk-i. 
""' 
Stelling 31 geeft 
1 1 J 1 \ s( ()() I 2 ( 32[P~]s ,[ P~ - ¼Pk-½ log q. 
Hieruit volgt de stelling omdat q (P. 
Stelling 42. 9 
- ~-¼ 
Rel m L e(-No/ )T8 (c< )R2 ( oz )S( o< )do<) -c31 (k)P R' lfs 1 1ogP, 
als R 1 en S' het aantal termen van R( ex), resp. S( o<.) voorstellen. 
Bewij,s: Uit de definitie van T(<X) blijkt 
\ T( ex ) I ~ P. 
Stelling 41 geeft dus 
9k_;. --- /1 l ~~ jm e (-N"') T8 ( °' )R2 ( °') S(<X ) de< j ( c31 (k)P2' "\[sr log P Jo \ R2( oi l \dot. 
even a.fz.onderlijk 
(c1 Jc e((u1-1½)0<' }d«' c; R'. 
D~ hierin 
... 54 . .., 
Ui t het voorgaande volgt de stelling door nog te bedenken, dat voor com-
plexe get all en r geld t Ref ) _ I~ 1 .. 
(' 
~ 7. De stelling van Vinog:radow. 
R' en S I atellen weer het aantal termen voor van R( <x:) ,resp. 
We verenigen vooreerst de resul ta ten van q 5 en 1 6. 
Stelling 43. Voor N) c27 (k) is 
1 
Re lo e ( -N 0( ) Ts ( o< ) R2(.<) S(o<) d<>(> c28 (k) p3kR' 2 S' ( 1-c 32 ( k) 
::Sewijs: Omdat 1 
~e ( = Re ?: r + Re L r Jo M J M m ,/ m 
I 
geven s.,t,elling 40 en 42 de bewering als c32 (k) = c31 (k)c28 (k) genomen 
wordt~ 11 Indadhtig aan ons doel - te bewijzen dat ) 0 - , hebben we nu 
n_og een bbvengrens nod.ig voor RI VS r. Hiervoor dient de volgende stel-
lj_::·.~· 
I 
Stelling 44. Zij 1 J 1 ,Q 
;sewijs:" Voor 1 = 1 is 
Zij nu 1 ) 1 en de bewering juist als we 1 door 1-1 vervangen. 
We ondersoheiden daarbij twee gevallen: 
tll Zij 1 f Q < 8k. Omdat 1 tot H1 behoort, is 
1-(1- ir)l 
Hl ( Q) ~/ 1 '> """T:-81 Q = 1 Q \.. 1 Q " 4- ? ~K C35'k) o/ C35lk) 
g_)_ Zij Q ) 8k. De 
1 
getallen vk+z, met 
1 1 
.1.QkL._ v<( Q'fi._ 1, zf::._ (½Q'fi.)k-1, z in Hl-1 
2 """' :::::::- --
liggen in H1; verder zijn ze ~ Q en verschillend, omdat 
vk ( vk + z ~- vk + vk-1 ( (v+1 )k f Q. 
Dus is 1 1 . 1 k k 1 1- i 2-. H 1 ( Q) ~ ( ( Q - 1 ) - ½Q - 1) H 1-1 ( p Q ) ~ 
1 1 - ~ 1 -( 1 - ½) 1- 1 ,ib 
'- 'I":' ) 1 ( .1 Q K) :.? ( ½QK - 2 -~'""'l'"""""ll-,- ~ 
~· C33(k,l-iJ 2·-
In de nu volgende stellingen wordt 1 = [ k log( 6k2 )/ +1 geattild. 
Stelling 45. V~or N) c36 (k) is ~ 
Ref◊ e(-N" )lls(O( JF{,x ls.(!?<) d,~ 0, 
Bewijs: Uit de definities van R( c<.) en S(c<) blijkt 
1 
R, Vs• = H1 c ¼Pk)( [P~_! H1 < ¼:ek-i)) ½. 
Met behulp van stelling 44 volgt hierui t 
R• Vs,) C37hn lc1-c1- ½J1J+ zj;- + i(k--t)(1-c1- ½iii = 
1 ¾ k-¼+ ~ -( ~k-¼ )( 1- ½) l 
= -c 3-7 ....... ( k-, P • 
Qmdat 1 1 ( 1 1 ) l - log 6k2 ( 1 - ~) 1 = e · 0 g - K ( e- Jr ( e 
is dus 
Voor N > c38(k) is dus 
fk-¼ r.:-·-
c (k) p ~og p 
32 RI V st 
1 
= 6k~ 
Dus is volgens stelling 43 voor N > c36 (k) = max( c27 (k), c38(k)) de 
stelling juist. 
Stelling 46. G(k) ~ 6k log k + C4ok· 
Bewijs: Uit de definitiesvanT( ), R(O<) enS(C:X.) volgt, dat 
1 
( e(-Nti, )T 8 (~)R2 ( ex: )S( >< )di.X. 
/0 
gelijk is aan het aa.ntal Ader oplossingen in natuurlijke gatallen 
x1 , ••• ,~, u1 ,u2 ,u3 , y die voldoen aan f k k k N = x 1 + ••• + x 8 + u1+ u2+ y u3 , ~ <.._ P 1 ( h= 1 , • • • , s ) , 
:::::;; 
y t.._ P'2i, 
' ~ k !. ~ ... {,_ ¼ .. p (h:= 1 ,2), u ~ .:i..pk-i-3 ~ 4 t 
\. uh in H1 (h= 1 , 2, 3). 
Dus is r1~=. Re11 , en volgt uit stelling 45 dat A ) O, als N '> c36(k). 
A fortddri is 0dus dan ook het aantal oplossingen in niet.-negatieve 
gehele getallen x1 , ••• ,x8 + 31 van 
k k 
N = x1 + •·• + xs+31 
positief, dus ten minste 4~n. Dus voldoet G(k) (zie J 1) aan 
G(k) & s+31 = 4k+3[k: log(6k~)] + 3 $ 6k log)k + C4ok· 
